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l'AMILLES  NORMALES  ET  QUASI-NORMALES 


FONCTIONS   MÉROMORPHES 

Par  M.  G.  VALIRON 

(Slrashourg) 


I.  —  Introduction. 

1.  Historique.  Questions  à  étudier.  — -Vers  1900  les  dévcloppemeiUs 
delà  théorie  des  ensembles  el  les  nécessités  des  applications  (problème 
de  Diriclilet,  calcul  des  variations)  ont  conduit  à  une  étude  approfondie 
des  familles  de  fondions  réelles  fermées.  Dans  sa  Thèse,  P.  Montel, 
après  avoir  éludié  les  familles  réelles,  envisagea  à  un  point  de  vue 
analogue  les  familles  de  fonctions  holomorphes  et  montra  notamment 
que  la  famille  des  fondions  bornées  dans  leur  ensemble  dans  un 
domaine  est  fermée.  Ce  résultat  fondamental  domine  la  théorie  des 
familles  normales.  En  191  i  païul  un  mémoire  de  Carathéodory  et 
Landau,  dans  lequel  les  aulcurs  définissent  la  convergence  uniforme 
des  fonctions  méromorphes  el  metlenl  en  évidence  le  lien  entre  l'élude 
des  suites  méromorphi-s  convergentes  et  le  théorème  de  Picard. 
A  la  même  époque,  P.  Monlel  donna  à  sa  théorie  sa  terminologie 
et  son  essor  définitif,  notamment  dans  ses  beaux  mémoires  de  1912 
et  19 16  qui  .contiennent  en  germe  un  grand  nombre  des  perfection- 
nements ullérieurs.  P.  Montel  y  définit  les  familles  normales,  étend 
à  ces  familles  les  propriclés  des  familles  bornées,  montre  6jue  le 
théorème  de  Stieltjes-Vitali  est  valable  pour  ces  familles,  étudie  la 
valence  de  leurs  fondions,  établit  que  les  fondions  admettant  trois 
valeurs  exceptionnelles  forment  une  famille  normale  et  apporte  des 
compléments  nouveaux  dans  létude  des  valeurs  d'une  fonction  uni- 
forme dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel.  Ces  derniers  résultats 
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conduisirent  G.  Julia  a  de  i^emarquables  propositions,  reprises  et 
complétées  par  A.  Ostrowsivi  qui,  grâce  à  1  introduction  de  la  notion 
de  continuité  sphérique,  donne  une  grande  unité  aux  énoncés  et 
établit  l'équivalence  des  familles  normales  et  des  familles  également 
continues  sur  la  sphère.  D'autre  part  A.  Bloch  indique  un  critère  très 
simple  de  famille  normale  d'une  nature  essentiellement  nouvelle. 

L'étude  des  familles  quasi-normales  fut  poursuivie  par  P.  Montel 
surtout  depuis  1921  et  lui  donna  des  résultats  nouveaux  :  extensions 
des  théorèmes  de  Schottkj  et  Landau,  propositions  relatives  au 
domaine  décrit  par  les  valeurs  d'une  fonction,  etc.  La  méthode  des 
familles  normales  et  quasi-normales  s'est  révélée  dans  ces  questions 
comme  un  instrument  simple,  souple  et  très  puissant;  d'autres 
méthodes  ont  pu  donner  dans  certains  cas  [des  résultats  plus  précis, 
juais  dans  beaucoup  d'autres  les  propositions  obtenues  parla  méthode 
de  P.  Montel  attendent  encore  des  démonstrations  directes.  Cette 
méthode  est  d'une  application  commode  dans  l'étude  de  la  représen- 
tation conforme,  P.  Fatou  et  G.  Julia  ont  montré  qu'elle  joue  un 
rôle  essentiel  dans  la  théorie  de  l'itération  des  fractions  ration- 
nelles (  '  ).  11  n'est  pas  de  question  de  convergence  où  elle  n'intervienne 
avec  succès,  elle  a  désormais  sa  place  marquée  dans  tout  les  traités 
d'analyse. 

La  théorie  elle-même  atteint  aujourd'hui  une  grande  perfection; 
c'est  surtout  la  recherche  de  nouveaux  critères  de  familles  normales 
ou  quasi-normales  que  l'on  pourra  aborder.  C'est  d'ailleurs  par  des 
méthodes  extérieures  à  la  théorie  des  familles  normales  que  cette 
recherche  doit  être  poursuivie.  A.  Bloch  a  obtenu  à  cet  égard  des 
propositions  très  intéressantes,  données  en  partie  dans  le  dernier 
chapitre  de  cet  exposé,  propositions  dont  la  démonstration  pourra 
sans  doute  être  simplifiée;  il  y  a  là  tout  un  champ  nouveau  de 
recherches.  Dans  une  telle  élude  on  pourra  se  guider  sur  ce  fait 
toujours  vérifié  jusqu'ici  :  si  une  propriété  ne  peut  appartenir  à 
aucune  fonction  entière  non  constante  (ou  à  aucune  fonction  méro- 
morphe),  les  fonctions  jouissant  de  celte  propriété  dans  un  domaine 
forment  une  famille  normale.  Ainsi,  au  théorème  de  Liouville  corres- 
pond le  théorème  fondamental  sur  les  fonctions  bornées,  au  théorème 


(')  Il  ne  sera  pas  question   de  ces  applications  dans  ce  fascicule,  ni   de  celle  à  la 
décomposition  en  facteurs  des  fonctions  eiitirres  (  co//-  fascicule  IT,  n"  18). 


FAMILLES   NORMALES    ET    QUASI-NORMALES    DE    FONCTIONS    MÉROMORPHES.  3 

de  Picard  la  proposition  sur  les  fonctions  admettant  trois  valeurs 
exceptionnelles,  etc.  On  peut  faire  une  remarque  analogue  pour  les 
familles  quasi-normales. 

On  pourra  également  aborder  l'étude  des  familles  quasi-normales 
quelconques,  en  particulier  de  celles  dont  toutes  les  fonctions  limites 
ne  sont  pas  méromorphes. 

2.  Rappel  de  définitions  et  propositions  classiques.  —  Nous  appel- 
lerons domaine  un  ensemble  de  points  tous  intérieurs  et  bien 
enchaînés.  La  frontière  du  domaine  est  l'ensemble  des  points  limites 
des  points  du  domaine  qui  n'appartiennent  pas  au  domaine.  Un 
domaine  est  borné  lorsque  le  point  à  l'infini  n'appartient  ni  au  domaine 
ni  à  sa  frontière.  L  n  domaine  borné  est  simplement  connexe  si  l'in- 
térieur de  toute  ligne  polygouale  simple  fermée  intéiieure  au  domaine 
appartient  au  domaine.  Un  domaine  D,  est  dit  complètement  intérieur 
à  un  autre  domaine  D  lorsque  les  points  de  D)  et  de  sa  frontière 
appartiennent  à  D. 

Soit  D  un  domaine  ne  contenant  pas  le  point  à  l'infini  et  soit  E 
l'ensemble  des  points  de  D  dont  la  distance  à  la  frontière  est  inférieure 
ou  éoale  à  i  et  dont  la  distance  à  lorioine  est  inférieure  ou  é^ale  à  - 
(E  existe  si  s  est  assez  petit).  Chaque  point  P  de  E  est  intérieur  à  un 
cercle  C(P)  appartenant  à  D  dont  le  rayon  pourra  être  défini  d'après 
une  certaine  loi.  En  appliquant  le  théorème  de  Borel-Lebesgue,  on 
voit  que  E  est  intérieur  à  un  ensemble  D(£)  d'un  nombre  fini  de 
domaines  complètement  intérieurs  à  D  et  limités  par  des  arcs  de 
cercles.  Lorsque  s  tend  vers  zéro,  D(î)  tend  vers  D.  Ceci  reste  vrai 
si  le  point  à  l'infini  appartient 'à  D  (on  supprime  alors  la  seconde 
condition  imposée  à  E). 

D  étant  un  domaine  ne  comprenant  pas  le  point  à  l'infini,  D,  un 
domaine  complèlement  intérieur  à  D  dont  la  frontière  est  constituée 
d'un  nombre  lini  de  courbes  simples  sur  lesquelles  on  peut  définir 
l'intégrale  d'une  fonction  continue,  et  /(:;;  n)  étant  une  suite  infinie 
de  fonctions  de  la  variable  c  toutes  hohimorphes  dans  D  (/i  =  i ,  2,  . . .), 
Weierstrass  a  montré  que  : 

].  Si  la  suile  f{z;  n)  converge  unifonncment  su/'  la  frontière 
de  D,,  elle  converge  aussi  uniformément  dans  Dj,  la  fonction 
limite    F{:;)    est    holomorplie    dans    D,,    la    suite    des    dérivées 
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cV ordre  p,  f''P^[z\  /t),  converge  vers  ¥'^p^[z)  dans  D,,  la  conver- 
gence étant  unijorme  dans  tout  domaine  complètement  intérieur 
àD,. 

Nous  dirons  avec  P.  Monlel  (b)  que  la  suite  j\z\  n)  converge 
uniformément  à  V intérieur  dun  domaine  D  lorsqu'il  y  a  conver- 
oence  uniforme  au  sens  ordinaire  dans  lout  domaine  compirlemenl 
intérieur  à  D.  (Si  le  point  à  l'infini  appartient  à  D,  les  nombresy"(oo;  n) 
convergent  vers  un  nombre  a  et|y(c;  ;^)  —  a\<^t  si  |::|^A(£) 
et  n  assez  grand).  D'après  le  théorème  I  la  fonction  limite  F(5)  est 
holomorphe  dans  13  si  lesy(s;  /?  )  sont  holomorphes. 

Une  fonction  holomorphe  ou  méromor[)he  dans  un  domaine  est 
complètement  déterminée  par  ses  ^aleurs  en  une  suite  inlînie  de 
points  admettant  un  point  limite  intérieur  au  domaine.  Si  une 
suite  (')  de  fonctions^/ (s  ;  7?)  holomorphes  dans  D  converge  unifor- 
mément à  l'intérieur  de  D  vers  une  fonction  F(c)  non  identiquement 
nulle  et  si  D,  est  un  domaine  complètement  intérieur  à  D  dont  la 
frontière  ne  contient  pas  de  zéros  de  F(3),  les  /"(:?;  n')  ont  le  même 
nombre  de  zéros  que  F(5)  dans  D,  dès  que  n  est  assez  grand.  Les 
zéros  de  F(:;)  sont  les  positions  limites  de  ceux  dey"(^;  n'). 


II.  —  Propriétés  génkralks  diîs  familijîs  normales. 

3.  Théorème  fondamental  de  Montel  sur  les  fonctions  holomorphes 
bornées  dans  leur  ensemble.  —  P.  jMonlel  (b)  dit  que  des  fonc- 
tions/(  .3)  holomorphes  dans  un  domaine  D  sont  bornées  dans  leur 
ensemble  à  llintérieur  de  D  lorsque,  dans  tout  domaine  D'  complè- 
tement intérieur  à  D,  le  module  dune  fonctiony"(;)  quelconque  de 
la  famille  est  inférieur  à  un  nombre  'i'we  M(r)').  Lorsque  le 
nombre  M(D')  ne  dépend  pas  de  J)',  nous  dirons  que  la  famille  est 
bornée  au  sens  strict  dans  D.  P.  Montel  (a)  a  établi  cette  propo- 
sition fondamentale  : 

11.  De  toute  suite  de  fonctions  iwlonior plies  bornées  dans  leur 
ensemble  à   r intérieur  d'un  domaine  D,  o/?  peut  extraire   une 

(')   Dorénavant  on   diia  simplement  suite  pour  suite  inlinie. 
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autre  suite  qui  converge  uniformément  à  l'intérieur  de  D  vers 
une  fonction  holomorphe  [ou  vers  une  constante  finie). 

Considérons  d'abord  une  suite /'(;;  n)  slrictement  bornée  dans  le 
cercle  \z\<^r,  le  module  élant  moindre  que  M.  Posons 

(1)  /(-;  n)  =  c'^,  ^  c'I  z  ^- .  .  .-^  c'l,zn  ^ .  .  . . 

Les  coefticienls  c  vérllîenl  les  inégalités  de  Cuichj, 

{■>■)  \c';,\ri'<,M. 

Le  r.'sle  de  loiile  série  (i  )  dont  les  coefUcients  vérifient  (2)  est  uni- 
formément moindre  qu'un  nom]>re  £  dans  un  cercle  |^|^o<;/-  dès 
que  le  rang  du  premier  terme  de  ce  reste  est  supérieur  à  n{i). 

On  peut  extraire  de  la  suite  c'J  (/?  =;  i ,  2,  .  .  .  )  une  suite  d'indices 
supérieurs  /ij'  {p  -^o,  .  .  .  )  convergeant  vers  un  nombre  •/„  qui  vérilie 
encore  l'inégalité  (2)  corresj)ondante.  De  la  suite  C;  d'indices  supé- 
rieurs 7^",  on  peut  extraire  une  nouvelle  suite  d'indices  supérieurs  n\ 
convergeant  vers  un  nombre  y,  qui  vérifie  encore  (2)  (/;:z=i),  etc. 
La  fonction 

V(z)  =  Yo+ vi -—•••—•;/*="  +  •  ■■ 

est  holomorphe  pour  j  :;  j  <^  r,  ses  coefficients  vérifient  (2),  son  reste 
est  moindre  que  £  dans  les  conditions  indiquées.  On  en  déduit  sans 
peine  que  la  suite  diagonale  des  >uites 

J\z:n'l,). 
soit 

./■(  ;;  //l!  ).    yV  j;  // ]  ).      ....    J\z\  /?;/  1 

converge  uniformément  vers  F(5)  pcnir  j  3  |  <p  <<  /•. 

Passons  alors  au  cas  général.  Soient  un  domaine  D  et  unesuite/(.3;  n). 
Si  D(£)  est  un  groupe  de  domaines  intérieurs  à  D  défini  au  n''  ^  et 
formé  de  cercles  C(P)  dont  le  rajon  est  la  moitié  de  la  plus  courte 
distance  de  P  à  la  frontière  de  D,  le  résultat  précédent  s'applique  à 
chaque  cercle  de  centre  P  complètement  intérieur  à  D;  on  pourra 
former  une  suite  extraite  de /(g;  n)  convergeant  uniformément  dans 
le  premier  de  ces  cercles  G(P),  puis  extraire  de  celle-là  une  nouvelle 
suite  convergeant  en  outre  dans  le  second  cercle,  etc.  Au  bout  d'un 
nombre  fini  d'opérations  on  a  une  suite  convergeant  uniformément 
dans  D(c).  Donnons  àc  une  suite  de  valeurs  tendant  vers  zéro  et  con- 
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sidérons  les  suites  correspondantes,  chacune  étant  extraite  de  la  pré- 
cédente. La  suite  diagonale  de  ces  suites  converge  uniformément  à 
l'intérieur  de  D. 

Ce  procédé  des  extractions  successives  et  du  passage  à  la  suite  dia- 
gonale sera  d'un  emploi  constant  dans  cette  théorie. 

A.  Convergence  uniforme  des  fonctions  méromorphes.  Définition 
des  familles  normales.  —  On  dit,  d'après  Landau  et  Caralhéodory  el 
JNLmtel,  qiiune  suite  de  foTictions  f{z\  n),  méromorphes  dans  un 
domaine  D,  converge  uniformément  à  l\'i/Uériear  de  D  lorsque 
tout  point  P  de  D  est  centre  cV un  cercle  Cp  dans  lequel  Vune  des 

suites  fiz:  n)  ou  -. est  constituée  de  fonctions  liolomorphes  à 

"^   ^  '        j {  z;  n  )  •  ' 

partir  d'une  valeur  de  n  et  converge  uniformément  au  sens 
ordinaire  du    mo/.- Nous  désignerons  la  fonction  limite  par   F(c) 

dans  le  premier  cas  et  par  =r— -  dans  le  second.  Si  F(;)  est  constant 

et  égal  à  a  dans  un  cercle  Gp,  il  en  est  de  même  dans  tous  les  autres  : 
si  a  est  fini,  les/(:?;  7?)  sont  holomorphes  pour  n  >  JN(D')  dans  tout 
domaine  D'  complètement  intérieur  à  D  et  j  convergent  au  sens  ordi- 
naire du  mot;  si  a  est  infini,  la  suite    .  ^         ((ynvergc  uniformément 

vers  zéro  dans  tout  D',  on  dit  cdors  que  la  suite  f\z\  n)  converge 
uniformément  vers  V infini  à  V intérieur  de  D.  Lorsque  F(;)  n'est 
pas  constant,  c'est  une  fonction  holomorphe  dans  les  cercles  de  con- 
vergence desy(:;;  /?),  méromorphe  dans  ceux  où  -:-— — -  C(niverge 

sans  que /(s;  n)  converge,  F(;)  est  donc  méromorphe  ou  holo- 
morphe dans  D,  c'est  la  fonction  limite  desf(z;  7i).  Si  D'  est  un  do- 
maine complètement  intérieur  à  D  et  si  l'on  exclut  le  voisinage  des 
pôles  de  F(:;)  intérieurs  à  D',  dans  le  domaine  restant  les  _/"(::;  /}) 

convergent  au  sens  habituel  vers  Fl^),  de  même  les  -. con\er- 

gent  uniformément  vers  dans  D'  privé   du  voisinage  des  zéros 

de  F(:;).  Les  pôles  et  les  zéros  de  F{z)  intérieurs  à  D'  sont  donc 
points  limites  de  pôles  et  zéros  des /(s;  n)  et  inversement.  F(^)  est 
holomorphe  lorsque  les  /(:;;  n)  sont  holomorphes  dans  D  ou  lorsque, 
ces  fonctions  étnnl  méromorphes,  les  seuls  points  limites  des  pôles 
sont  sur  la  frontière  de  D. 
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En  parliculier,  pour  une  suile  de  fondions  holomoi  plies,  la  conver- 
gence uniforme  à  l'intérieur  .de  D  au  sens  actuel  (sens  large)  signifie 
la  convergence  uniforme  à  l'intérieur  de  D  vers  une  fonction  liolo- 
morphe  ou  une  constante  finie,  ou  bien  la  convergence  uniforme  vers 
l'infini. 

Si  une  suhe  f[z  ;  //  )  converge  uniformément  à  l'intérieur  de  D,  il  en 
est  de  même  de  la  suite  R[/(^;  /?)j  où  R(?i)  est  une  fraction  ration- 
nelle. I/addition  ou  la  multiplication  des  fonctions  de  même  rang 
de  deux  suites  uniformément  convergentes  ne  conduit  pas  toujours  à 
une  autre  suite  uniformément  convergente  (ni  même  convergente). 
Mais  si  les  fonctions  a(z;  //),  b(z;  /?),  c(z;  ;?),  d{z;  n)  convergent 
uniformément  vers  des  constantes  r/,  b,  c,  d  finies,  avec  ad  —  cb  y^  o, 
la  transformation  homograpliique 

a (  z;  n)  f(  z;  u  )  ^  b(z;  /i  } 
c(  z;  /i  )  J\z;  n  )  -j-d(  z;  n  ) 

transforme  une  >uite  /  convergenle  en  une  suite  convergente  (uni- 
formément) [21,  b]. 

Une  transformation  conforme  simple  sur  ^,  transformant  D  en  D', 
transforme  une  suite  uniformément  convergente  dans  D  en  une  suite 
uniformément  convergente  dans  D'.  Enfin,  si  D  ne  comprend  pas  le 
point  à  rinfhii  à  son  intérieur,  et  si  A(:;;  Ji)  converge  uniformément 
vers  I  dans  D,  les  suites y'(  z;  /i)  et/[A(^;  n)  z;  nj  convergent  uni- 
forment  en  même  temps  dans  D  et  j  ont  la  même  fonction  limite 
[Ostrowski  (b),  ooir  aussi.  (32,  b)]. 

Car  Z(f  étant  un  point  de  D  et  Fiz)  la  fonction  limite  desy(;;  /i), 
supposée  par  exemple  finie  en  z^;  f(z;  Ji),  converge  uniformément  et 
est  uniformément  bornée  pour  1  :;  —  ^o  1  <C  ''■>  f'{  ^  ?  '0  *^^^  uniformé- 
ment boriK-  pour  \z  —  :^o  |  <^  -  /',  donc  dans  ce  cercle, 

\Y(^z)-f{k{z;n^z-n]\ 

<1  ¥{z)-J\z-  n)\-^\[kiz:  n)-^]zf\  z -^{k{z:  n) -x]^z-  n\\, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Une  famille  de  foiuiioiis  méromorphcs  dans  un  domaine  D  est 
normale  dans  D  lorsque,  de  toule  suite  de  fondions  de  la  famille^ 
on  peut  extraire   une  autre  suite  unijormément  convergente  à 
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rintérieur  de  D.  La  famille  est  dite  normale  en  un  point  1*  de  J) 
lorsqu'elle  est  normale  dans  un  cercle  de  centre  V  [Montel(b,  c)]. 

Le  théorème  de  Borel-Lebe.sgue  et  le  procédé  des  extractions  suc- 
cessives et  du  passage  à  la  suite  diagonale  permet  de  passer  de  la  pro- 
priété locale  à  la  propriété  générale. 

m.  Pour  qu  une  famille  mèromorphe  soit  normale  dans  un 
domaine  D,  //  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  normale  en  chaque 
point  de  D  [Montel  (b)]. 

Des  fonctions  liolomorphes  bornées  dans  leur  ensemble  dans  un 
domaine  D  constituent  une  famille  normale  dans  D  en  vertu  du  théo- 
rème II.  En  faisant  une  transformation  homographiquc  à  coeflicients 
constants,  on  obtient  cette  généralisation  : 

IV.  Les  fonctions  méromorphes  da/is  un  domaine  D  qui  ne 
prennent  pas  les  valeurs  Z  appartenant  à  un  domaine  A  consti- 
tuent une  famille  normale  dans  D  [Montel  (c)]. 

On  peut  généraliser  en  faisant  une  transformation  homographicjue 
à  coefficients  variables. 

o.  Applications  à  l'étude  de  la  convergence  des  suites.  Théorème 
de  Vitali.  —  Les  fonctions  des  suites  normales  jouissent  de  propriétés 
qui  conduisent  aisément  à  des  proposllirins  sur  la  convergence  uni- 
forme. Nous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  générale  : 

V.  Les  fonctions  f{z\  n)  dUine  suite  normale  dans  un  do- 
maine D  /le  peuvent  converger  en  chaque  point  de  D  vers  les 
valeurs  d' une  fonction  F(c)  mèromorphe  dans  D  (  '  )  sans  que  la 
convergence  soit  uniforme  à  V intérieur  de  D  [  17,  b;  II,  b]. 

Car,  en  supposant  pour  fixer  les  idées,  que  F(5  )  est  holomorphe 
dans  un  domaine  D'  complètement  intérieur  à  D  et  que  la  conver- 
gence n'y  est  pas  uniforme,  on  aurait,  [)0tir  une  suile  de  n  et  de 
points  z„  correspondants  de  D', 

(')  On  eiilendfa  doiéiiavant  par  fonclion  méronioiplie  :  une  foiiclion  mèromorphe 
proprement  dite,  ou  une  fonclion  liolomorplie,  ou  une  conslanle  (inic  nu  inllnie. 
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Or,  on  peut  extraire  de  cette  suite  /(^;  '<  )  une  autre  suite  qui 
converge  uniformément  dans  D  vers  une  fonction  méromorphe  qui 
est  nécessairement  F(:;),  ce  qui  contredit  l'inégalité  précédente. 

En  s'appujant  sur  la  proposition  relative  à  la  détermination  d'une 
fonction  méromorphe,  on  déduit  de  là  que  : 

\1.  Si  ((ne  sidte  de  fondions  nièroniorplies  est  normale  dans  D 
et  si  les  fonctions  de  celte  s((ite  convergent  {ad  sens  large)  en  des 
l>oints  de  O  admettant  ((n  j)oint  limite  intérieur  àD,  elles  conver- 
gent iinifornahnent  à  Vintèrie((r  deD. 

Car  toutes  les  fonctions  limites  sont  égales,  si  F(j)  est  la  valeur 
commune,  f{z;  Ji)  converge  nécessairement  vers  F  (g)  en  tout  point 
de  D  et  le  théorème  V  s'applique.  On  peut  également  déduire  du 
théorème  V  cette  proposition  qui  sera  utilisée  plus  loin  : 

\'II.  Si  (tne  s((ite  de  fonctions  m<'ronior plies  fi z\  n)  est  nor- 
male dans  (in  domaine  D  et  si^  ii  chacjae  n  coi'resj)ond  un 
ensemble  E(/i)  de  points  en  lesquels  f[z:  n)  — •  F(;)  tend  unifor- 
mément vers  zéro  ('),  F(s)  étant  méronunphe  dans  D,  la 
s((ite  f{z\  n)  converge  ((niformément  vei-s¥{z)  éi  l  intérieur  cleTi 
pouivii  que  toute  suite  d'ense?nbles  F(/0  admette  un  ensemble 
/imite  E  ayant  un  ])oint  d^ accumulation  intérieur  à  D. 

Le  théorème  \\  énoncé  par  M.  P.  Montel  (pour  les  fonctions  holo- 
morplies)  renferme  des  propositions  obtenues  par  divers  auteurs. 
Pour  une  famille  bornée  on  a  le  théorème  de  Vitali  ([3i],  roi)'  aussi 
Porter  |2i]  i  : 

^  [H.  Une  suite  de  fonctions  liolomorphes  bornées  dans  leur 
ensemble  éi  V intérieui'  d^ un  domaine  D  converge  uniformément 
vers  une  fonction  holomovphe  à  Vintérie((r  deD  dés  qu'elle  con- 
verge au  sens  ordinaire  en  une  s((ile  de  points  de  D  admettant  un 
point  limite  i/t  té  rieur  ci  D. 

Cette  proposition  renferme  elle-même  celle  qui  avait  été  donnée 
en  189")  par  Slieltjes  [31]  (qui  correspond  au  cas  où  la  suite  converge 
dans   tout  un  domaine  intérieur  à  D)  et  qui  fut  ensuite  généralisée 

(')  Il  suffit  que  la  distance  spliénque  de  V{z)  à  /{z;  n)  tende  uniformément 
vers  zéro. 
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par  Osgood  [20].  Landau  et  Garathéodorj  [8,  cj  ont  énoncé  une 
proposition  voisine  de  ^  I  et  Tout  appliquée  aux  fonctions  ne  prenant 
pas  trois  valeurs  exceptionnelles,  fonctions  qui  forment  une  famille 
normale  {voir  chapitre  III). 

E.  Lindelôf  (a)  a  montré  que  l'on  peut  exposer  les  présents  résul- 
tats en  commençant  par  le  théorème  VI,  d'où  l'on  passe  à  II.  La 
marche  suivie  ici  est  celle  de  P.  Montel. 

G.  Représentation  sphérique.  Égale  continuité .  Théorème  de  A.  Os- 
trowski.  —  Considérons  une  famille  de  fonctions  méromorphesy(::), 
normale  dans  un  domaine  D.  Za  étant  un  point  intérieur  à  D,  portons 
d'abord  l'attention  sur  les  fonctions  telles  que  |/(go)i<  i;  <'  étant 
donné,  il  existe  un  cercle  \z  —  Gq  ,  <_  Z>  dans  lequel  j  f{z)  — /(^o)  | 
est  inférieur  à  a.  Sinon  on  aurait 

pour  une  suite  de  ji  et  de  points  z-n  correspondants  tendant  vers  ^o- 
Or  on  peut  extraire  de  la  suite  /'(:;;  Ji)  ainsi  obtenue  une  autre  suite 
qui  converge  uniformément  vers  une  fonction  nécessairement  holo- 
morphe  en  Zo,  donc  autour  de  Zf,,  d'où  une  contradiction.  On  raisonne 

de  même  avec  -r— —  lorsque  [/(  -^o)  i^  i  •  En  appliquant  les  théorèmes  III 

et  n  ,  on  obtient  ces  propositions  : 

IX.  Pour  qii\ine  famille  de  fondions  f[z)  méromorpJies  dans 
un  domaine  D  soit  normale^  il  faut  et  il  suffit  qu^ii  tout  point  ^o 
de  D  et  à  tout  nombre  i>ositif  a^  corresponde  un  cercle  \z  —  g,,  |  <^  6 

dans  lequel  on  a 

\J-(z.)-fiz,)\<a 
ou 

I  I 

jxr)~f(i7) 

suivant  que  |/'(5o)|  ast  inférieur  ou  supérieur  à  i. 

X  .  Pour  qu'  une  famille  de  fondions  f{z)  mèromorpJies  dans  un 
domaine  D  soit  normale^  il  faut  et  il  suffit  que^à  cJiaque  point  Zq 
de  D  corresponde  un  non}bre  ^I(^o)  et  un  cercle  \z  —  ^o  |  <C  ''(-^o) 
dans    lequel  on  a,  pour  toute  fonction  de  la  famille,  lime  ou 


<a, 
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Vautre  des  inè^alilés. 


i/(=)i<m:(so). 


/<~^> 


<M(::o). 


Ces  propositions  ne  différent  que  p.ir  la  forme  de  celles  que  A.  Os- 
trowski  a  obtenues  en  inl:roduisant  la  représentation  sphérique  des 
valeurs  des  fonctions  méromorphes.  A.  Ostrowski  considère  le  point 
représentatif  de  Z=y(;)  non  plus  dans  le  plan,  mais  sur  la  sjjhère 
de  Riemann.  OXY  étant  le  plan  de  la  variable  Z,  on  considère  Li 
sphère  S  de  centre  O  et  rajon  i  et  l'un  des  points  oj  où  la  normale  au 
plan  en  O  coupe  S.  Au  point  P  d'affixe  Z  du  plan  on  fait  correspondre 
le  point  Ç  de  la  sphère  situé  sur  coP.  La  distance  sphérique  |  Z,  Z'  |  de 
deux  points  Z,  Z'  est  le  plus  petit  are  de  grand  cercle  joignant  les 
points  correspondants  t,  t' .  On  obtient  aisément  les  relations  sui- 
vantes : 

iz.  z':<'  z.  z"î  ^-l  Z".  Z'  I. 


I     I 
■77  '  ^ 


z.  Z'  . 


z.  Z  +  r/Z    = 


\cm 


si  r/Z  est  infiniment  petit.  Si  1  Z  j  <  A, 
•>  arc  lano  A 


A 


Z  I  <  I  o.  Z  i  <  2  I  Z 


La  définition  de  la  convergence  d'une  suite  de  fonctions  méro- 
morphcs  prend  une  forme  simple,  car  : 

XL  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  c^nhine  suite  de 
fonctions  fiz:  n)  méroniorphes  dans  un  domaine  D  con\'erge 
anifornièinent  à  V intérieur  de  D  est  cju^it  toute  régionY)'  complè- 
tement intérieure  à  D  et  ù  tout  nombre  positif  z  corresponde  un 
nombre  N(c,  D')  tel  que^  quel  que  soit  z  dans  D',  cjn  ait 


(3) 


j\z\  u).  f(z;  m)\<t 


si  n  et  m  sont  supérieurs  à  N(-,  D')  [Ostrowski  (b)]. 

La  condition  (3)  entraîne  d'abord  la  convergence  en  chaque  point 
de  D'.  Si  F[z)  est  la  fonction  limite  et  si  F(::o)  /^oo  en  un  point  :-o 
de  D ',  on  a 

lo,  F(^o)l  = -  — 4^-         (=«>o). 
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Pour  7?o  supérieur  à  IN  (a,  D),  on  aura 

l/(so;  «o),   o  |<|/(3o;  /'o),   F{zo)\  +  I  F(3o),  o|  <  :j:  — 3a; 

et  1/(5;  7?o))  o  I  sera  encore  moindre  que  r.  —  2a  si  |  ^,  s^  [  <<  y],  donc 
d'après  (3),  /{^',  m)  sera  bornée  dans  ce  cercle  à  partir  d'une 
valeur  de  /??,  de  [sorte  que  la  condition  (3)  devient  la  condition  de 
convergence  uniforme  classic|ue.   Si  F(^o)  est  infini,  on  raisonne  de 

même  sur  la  suite:;: La  condition  est  bien  suffisante.  Elle  est 

./(  s  ;  '0 

nécessaire  en  vertu  du  théorème  de  Borel-Lebesgue. 

A.  Ostrowski  appelle  oscillation  5y>/ié/'/^^/e  des  valeurs  d'une  fonc- 
tion sur  un  ensemble  E  la  borne  supérieure  de  la  distance  sjihérique 
de  ses  valeurs.  V  oscillation  sphèrique  dune  famille  sur  E  est  la 
borne  supérieure  des  oscillations  sphériques  des  fonctions  de  la 
famille.  L'oscillation  en  Jin  point  est  la  limite  des  oscillations  dans 
des  domaines  contenant  ce  point  et  tendant  vers  lui  (elle  est  indépen- 
dante de  leur  forme).  Si  Voscillation  sphèrique  est  nulle  en  un 
point  la  fonction  est  dite  continue  sur  la  sphère  en  ce  point;  si  la 
valeur  de  la  fonction  est  finie  au  point  considéré,  on  retombe  sur  la 
continuité  ordinaire.  Une  fonction  méromorphe  est  sphéricjuement 
continue  en  ses  pôles.  Si  Voscillation  sphèrique  d\ine  famille  est 
nulle  en  un  point ^  la  famille  est  dite  également  continue  sur  la 
sphère  en  ce  j)oint.  Pour  les  fonctions  bornées  on  retombe  sur 
l'égale  continuité  d'Arzelà  [1]. 

Le  théorème  de  Borel-Lebesgue  permet  de  passer  de  la  proposition 
locale  à  la  proposition  générale  [Ostrowski,  b]. 

XII.  Si  une  famille  de  fonctions  mèromorphes  est  également 
continue  sur  la'sphère  en  tout  point  intérieur  à  un  domaine  T), 
elle  est  également  continue  à  V intérieur  de  D  en  ce  sens  que,  à 
toute  région  fermée  D'  complètement  intèrieuie  à  D  et  èi  tout 
nombre  positif  z  correspond  un  nombre  ri(£,  D')   tel  que  Von  ait 

j>our  tout  couple  de  j)oints  z ,  z'  de  D'  dont  la  distance  sphèrique 
est  inférieure  àrii^e,  D'). 

Moyennant  ces  dénuilions  et  ce  théorème,  le  théorème  XI  s'énonce 
ainsi  : 
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Xin.  Pour  qa  une  famille  de  fonctions  méromorphes  dans  un 
domaine  D  soit  normale,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  également 
continue  sur  la  sphère  i(  ('intérieur  de  D  (Ostrowski). 

7.  Compléments  sur  les  fonctions  bornées  dans  leur  ensemble.  — 
Le  théorème  (jui  vient  d'être  donné  contient  des  résultats  sur  les  fonc- 
tions bornée.->  dans  leur  ensemble  obtenus  antérieurement  par 
P.  Monlel.  En  parîiculier  : 


\IV^.    Une  faniille  de  fonctions  holomor plies  bornées  dans  leur 
I semble  à  Vin 
sens  d'Arzelà. 


ensemble  à  V intérieur  d' un  domaine  est  également  continue  au 


Des  fonctions  holomorpbes  bornées  dans  leur  ensemble  à  l'inté- 
rieur d'un  domaine  n'admettent  ])as  de  la  fonction  limite  infinie.  La 
réciproque  est  vraie.  Car,  si  l'infini  n'est  pas  fonction  limite  d'une 
f.i mille  normale  liolomorphe,  les  fonctions  sont  bornées  dans  leur 
ensemble  en  tout  point  z^^  du  domaine  (sans  quoi,  il  aurait  une  fonc- 
tion limite  infinie  en  ce  point,  donc  partout),  et  elles  sont  également 
continues  sur  la  sphère,  donc  bornées  dans  leur  ensemble  autour  de  ^Jq, 
donc  dans  D'  intérieur  à  D  d'après  le  théorème  de  Borel-Lebesgue. 
Ainsi  : 

XV.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  famille 
de  fonctions  liolomnrj)hes  soit  formée  de  fonctions  bornées  dans 
leur  ensemble  à  C intérieur  de  D  est  qu'elle  soit  normale  et 
n'admette  pas  V infini  comme  fonction  limite;  il  faut  et  il  suffit 
quelle  soit  normale  et  que  les  fonctions  soient  bornées  dans  leur 
ensemble  en  un  point  de  D. 

La  famille  formée  [)ai'  des  primitives  des  fonctions  d'une  famille 
holomorphe  bornée  à  l'intérieur  de  D  est  normale  dans  D,  la  famille 
des  dérivées  est  normale  et  bornée  (propositions  qui  ne  sont  pas 
toujours  vraies  pour  une  famille  normale  quelconque).  Comme  appli- 
cation on  peut  montrer  que  les  fonctions  holomorphes  dans  un 
domaine  qui  ne  comprend  pas  li'  point  à  l'infini  à  son  intérieur  et 
telles  que 


C4j 


f  f  1  fi-)  '.''  dx  dy  <  M         (a  >  o,  ^  =  ^-  +  iy), 
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forment    une   famille    normale.    On    peut    ])rendrc    pour    D'    le 
cercle  |  :;  j  <<  i  •  L' hypothèse  entraîne  que 

(5)  f  f        \t^\f'{z.)\dxdy<^V{y.) 

-^  -'\z.\<:\ 

\on  pose  u  =  u  si  u  >  o  et  ?<  =  o  si  «  <  o  j.  En  introduisant  la  ionc- 
ti(^n  de  R.  Nevanlinna 

(6)  //?(/-,   -)=—^    /        \o'J,\  g\r  ei"-)\du, 

on  a 

r    m{r,f')rdr<:  -M'(a). 
«^  u 

On  déduit  de  là  que  les/' (;3)  sont  bornés  dans  leur  ensemble  en 
utilisant  la  propriété  de  croissance  de  m(r,  ^>)  et  sa  reLilion  avec  le 
maximum  M(7',  g)  de  \g(re'^^)  |  {voir  fasc.  11,  n^'  22,  24).  On  pourra 
rechercher  la  meilleure  limitation  de  jn(r,f')  ou  de  M(/,  /')  résul- 
tant de  (5)  {voir  [32,  c])  ('). 

En  particulier,  en  appelant,  avec  P.  Montel,  fonction  niulti^^nlente 
cVorrh'c  p  dans  D  une  fonclion  qui  prend  p  fois  au  plus  la  même 
valeur,  on  voit  que  les  fonctions  multivalenles  qui  donnent  la  repré- 
sentation conforme  d'un  domaine  D  sur  un  domaine  {p  lois  étendu) 
d'aire  intérieure  bornée  forment  une  famille  normale  {voir  n°  \)  une 
proposition  plus  générale). 

Le  théorème  de  Vitali  a  reçu  divers  compléments  dans  le  cas  où  les 
points  de  convergence  n'ont  de  points  limites  que  sur  la  frontière 
de  D.  Ce  théorème  repose  sur  le  théorème  V  et  sur  la  propriété  de 
détermination  unique  d'une  fonction  méromorphe  par  ses  valeurs  en 
une  infinité  de  poinls.  Or  cette  propriété  d'unicité  reste  vraie  lorsque 
les  points  donnés  convergent  vers  la  frontière  du  domaine  pourvu  que 
la  convergence  ne  soit  pas  trop  rapide.  Dans  le  cas  où  le  domaine  est 
le  cercle  |s|<^i,  W.  Blaschke  [3]  a  donné  un  résultat  que  nous 
compléterons  ci-dessous.  m{r,  g)  étant  délini  par  l'égalité  (6),  le 
théorème  de  Jensen  donne  l'inégalité 

(7)  •         \o'A^ni\  ,^-)l,n{r.  i;)l^{r.  ,i^)^C  (r  <  i)    ' 
(')  r..  \cv;iiiliniia  a  résolu  la  (|ucslioii  posée  à  la  lui  de  celte  Noie. 
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avec 

«-'il  "^ 

n{x^  g)  désii;naiit  le  nombre  des  zéros  de  g  dont  le  module  est  infé- 
rieur ou  égal  à  X  (i\  C  le  logarithme  du  module  du  premier  coefficient 
non  nul  du  dévelojipement  de  Taylor  de  g{~-)  autour  de  ::;  =  o. 
Lorsque  r  tend  vers  i,  N(/-,  ^)  converge  en  même  temps  que  la 
série 

formée  avec  les  modules  des  zéros  z,i  de^(  ;).  Il  s'ensuit  ([u'uno  fonc- 
tion 'holomorplio  pour  |  c  <^  i  et  telle  que  //?(/",  ^)  reste  bornée  est 
déterminée  de  façon  unique  par  les  valeurs  qu'elle  prend  en  des 
points  Zn  rendant  divergente  la  série  (8).  Le  théorème  de  Blaschke 
énoncé  ci-dessous  avec  le  complément  qui  y  fut  ajouté  par  R.  et  F. 
INevanlinna  [18]  est  une  conséquence  immédiate  de  celte  remarque 
{yoii'  aussi  [i25],  [32,  c])  : 

XVL  Si  les  [(Mictions  fi z\  p)  soiU  /ioloniorj)/irs  pour  j  ;  [  <^  i  eC 
si  l'o/i  a,  quel  que  soit  p  et  pour  /•  <^i  ^ 

1(1  conv(^rg(3iiC(^  des  f  (z;  p)  en  une  suite  de  points  z,i  tels  que  la 
s(''rie  (8)  diverge  entraine  la  convergence  uniforme  à  V int('n'ieur 
du  cercle. 

Car  toute  fonction  limite  de  la  suite  vérifie  encore  l'inéga- 
lité />*(/■,  F)  <;  M,  elle  est  donc  -unique  et  le  théorème  V  s'apj)lique. 
La  condition  de  divergence  de  la  série  (8)  est  essentielle,  car  il  existe 
des  fonctions  holomorplips  |)0ur  |  3  j  <^  i ,  s'annulant  en  des  points 
tels  ([ue  (8)  converge  et  pour  lesquf.'lles  Li  fonction  niir)  est 
bornée. 

A  toute  hypothèse  de  l'une  des  formes 

mir.  f)<  ç(r).  >1  (/',/;  <  0(/-), 

ou  les  fonctions  des  seconds  membres  sont  données  et  indéfiniment 
croissantes  lorsque  /"  tend  vers  i ,  correspond  un  théorème  du  genre 
du    [)récédent.    On    peul    aussi   varier  ces   conditions,   supposer    par 


l6  G.    VALIRON. 

exemple  que 

r  ^ 


I 


est  uniformément  borné  (k  >  o)  (von'  [3i2,  c]). 

Des  extensions  du  théorème  de  Vitali  qui  ne  se  rattachent  pas  à  \a 
théorie  actuelle  ont  été  données  par  F.  et  M.  Riesz  [27]  et  par  A.  Os- 
trowski  [a].  L'hjpothèse  est  celle  de  la  convergence  en  certains  points 
du  contour. 

En  ce  cjui  concerne  les  fonctions  méromorphes,  la  généralisation 
naturelle  de  l'hypothèse  faite  sur  m{j')  est  l'hjpothèse  analogue  sur 
la  fonction  T(;)  de  R.  Nevanlinna 

(on  suppose  g(z)  holomorphe  à  l'origine).  Ici  encore  les  fonctions 
de  la  classe  T(/-,  J")  <^  K  pour  7"  <^  i  sont  déterminées  de  façon  unique 
par  leurs  valeurs  en  une  suite  de  points  rendant  la  série  (8)  diver- 
gente (certains  de  ces  points,  même  une  infinité  d'entre  eux.  peuvent 
être  des  pôles),  mais  ces  fonctions  ne  forment  pas  une  famille  nor- 
male, la  famille  est  seulement  quasi-normale  (i^oir  n°  16),  de  sorte 
que  la  généralisation  de  XVI  est  la  suivante  : 

XVII.  Les  fonctions  cV nue  suite  f{z\  p)  iiièioinoijthes  jioiif 
1  ^  I  <<  I ,  appartenant  à  une  faniille  noviuale  et  pour  les- 
quelles T(r,  /')  est  uniforniéme/it  inoiiulie  <iue  M,  conK-ergent 
uniformément  à  Vintérieur  du  cercle  vers  une  fonction  mèro- 
mornhe  dès  (jumelles  convergent  au  sens  large  en  une  suite  de 
points  z-n  rendant  divergente  la  série  (8). 

8.  Étude  des  valevirs  prises  par  les  fonctions  d'une  famille  normale. 
Applications.  —  On  étudiera  d'abord  ici  le  nombre  des  points  où  les 
fonctions  de  la  famille  prennent  une  même  valeur.  Le  théorème  fon- 
damental, dû  encore  à  P.  Montel  (c),  s'énonce  ainsi  en  introduisant 
la  distance  sphérlcjue  : 

XVIII.  Si  les  fonctions  f{z)  appartiennent  à  une  famille  nor- 
male dans  D  et  vérifient  la  condition  |  /(  ^^o),  '''  |  ^  ^'  ''''  "''  point  z^^ 
de  D,  à  tout  domaine  D'  compdètement  intèiieiir  à  D  correspond 
un    nomlne    //(D',  «,  c)    limitant    le    nombre   des  points   de   D' 

■o ù  f  (z)  =  a. 
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On  peut  supposer  a  infini,  alors  |,/(-:^o)  |  <C  ^(c)-  ^^  ^^  proposition 
était  fausse,  il  existerait  une  suite  de  fonctions  f{z\  n)  de  la  famille, 
f{:-\  11)  possédant  n  pôles  dans  D',  l'infini  serait  la  seule  fonction 
limite  possible  pour  les  suites  converj^entes  extraites  de  celle-là,  ce 
qui  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse  faite  en  ^o- 

Au  lieu  de  supposer  z^  fixe,  on  peut  le  supposer  fonction  de  /  et 
intérieur  à  un  domaine  complètement  intérieur  à  D;  l'essentiel  de 
i'hjpothèse  est  que  a  ne  soit  pas  fonction  limite  de  la  famille  consi- 
dérée. A.  Ostrowski  (b)  a  complété  ce  théorème  dans  deux  directions  : 

XIX.  Etant  donnés  loie  faniillr  normale  dans  D  et  itn  nombre 
positif  z,  à  tout  domaine  D' comjjlètement  intèriein-  à  D  corresjjond 
lin  nombre  n  (D',  s)  limitant  le  nombre  des  points  de  D'  où  j\z)  =  a^ 
sauf  pour  les  a  dont  la  distance  splu'nique  à  un  point  af  est  infé- 
rieure à  £. 

Car,  la  propriété  étant  fausse,  il  existerait  une  suitey(::;  ?i)  telle 
que/(;;  /?)  prenne  Ji  fois  au  moins  deux  valeurs  Z„,  Z)^  de  distance 
sphérique  supérieure  à  s.  On  en  extrairait  une  suite  uniformément 
convergente  pour  laquelle  Z,j  et  Z|^  tendraient  respectivement  vers  Z 
et  Z'  avec  j  Z,  Z'|>c,  la  fonction  limite  devrait  être  à  la  fois  Z  et  Z'. 

En  modifiant  dans  un  autre  sens  la  démonstration  de  XVIII,  on 
obtient  ce  second  complément  : 

XX.  La  famille  f{z)  étant  nomade  dans  D.  et  A  et  A'  étant 
deux  régions  de  lasplière complètement  extérieures  Vuneà  Vautre, 
à  tout  D'  appartenant  complètement  <t  D  correspond  un  nondjre 
/?(D',  A,  A')  tel  que  toute  f(z)  (jui  prend  une  valeur  représentée 
dans  A'  prend  au  plus  n  (D',  A,  1')  fois  les  valeurs  reorésentées 
dans  A. 

Du  théorème  XIX  découle  ce  corollaire  que  nous  aurons  à  utiliser  : 

XXI.  Si  la  famille  f{z)  est  noruaile  dans  D  et  si  les  <(, 
(/=  I,  ?.,  .  .  .,  A')  sont  distincts^  à  tout  donudne  D'  complètement 
intérieur  à  D  correspond  un  nombre  //(D',  r/i,  a^-,  •••,  dk)  qui 
limite^  pour  claajue  f{^-)i  le  noinlnc  des  racines  intéiieui-es 
■il  D',  de  k  —  I  des  équations  f[z)  =  a;. 

Nous  donnerons  encore  ici  cerlains  critères  permettint  de  recon- 
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naître  l'existence  d'une  fonction  limite  constante.  Le  premier  a  été 
employé  par  G.  Julia  [a|  puis  explicité'  par  G.  Valiron  (a)  et 
P.  Montel  (g). 

XXll.  Si  hi  suite  f\z\  II)  Il pjxi nient  à  une  famille  iioiinale 
dans  D,  et  si  dans  un  domaine  D'  coinj)lètement  intérieur  à  D, 
/"(r;  n)  ne  prend  pas  la  valeur  a  tandis  que  \f{zn]  n),  a\  tend 
vers  zèro^  la  suite  donnée  eoin-ei-^e  uniformément  vers  a  à  V in- 
térieur r/<?  D  ('). 

P.  Monlel  (g)  généralise  dans  le  cas  où  a  est  fini,  en  supposant  cjue 
y(c;  n)  —  a  ne  s'annule  pas  plus  de  k  fois  dans  D'  tandis  que 
f{z„;  n)  -  a,  /'{z-,,;  n),  f"{z„]  /?),  .  .  .,/'^^^(3„;  n)  tendent  vers 
zéro,  z,i  restant  dans  D'.  On  montre  C|ue  z^^  étant  un  point  limite 
des  ;„,  on  obtient  une  fonction  limite  (pii,  si  elle  n'est  pas  a,  doit 
s'annuler  A  + 1  fois  en  ce  point,  ce  c|ui  est  impossible  d'après  le  n°  2. 
a  est  la  seule  fonction  limite  et  les  considérations  du  n"  5  s'appliquent. 

D'après  l'égale  continuité  sphérique,  les  points  où  une  fonc- 
tion f{z)  d'une  famille  normale  prend  une  valeur  a  peuvent  être 
entourés  de  cercles  de  même  rayon  dans  lesquels  la  valeur  àc  fi^z) 
est  également  voisine  de  a]  en  particulier,  pour  a  infini  : 

XXITI.  -5"/  la  famille  f{z)  est  normale  dans  un  do/naine  D  Jie 
contenant  j)as  le  point  à  l'infini  à  son  intérieur^  à  s  positif  donné 
et  à  D'  complètement  intérieur  à  D  correspond  un  nombre  rfz^  D') 
tel  que^  dans  les  cercles  de  rayon  ri[t^  D')  ayant  pour  centres  les 
pôles  de  f{z)  intérieurs  à  D',  \f{z)  \  soit  supérieur  à  -  • 

P.  Montel  (c,  f)  a  donné  une  proposition  complémentaire,  retrouvée 
et  complétée  par  A.  Ostrovvski  sous  la  forme  suivante  : 

XXIV.  Etant  donnée  une  famille  f[z)  normale  dans  un  do- 
maine Ti  ne  contenant  pas  le  point  à  Vin  fini  éi  son  intérieur,  et 
tout  domaine  D'  complètement  intérieur  ii  D,  èi  c  positif  fixe  et 
arbitrairement  grand,  et  z  positif  fixe  et  arbitrairement  j)etit 
corresnond  un  nombreM{D',  c,  e)  tel  que,  toute  f{z)  de  la  famille 
dont  le  module  est  inférieur  èi  e  en  un  j;oint  de  D'  a  son  module 

(')  \'i)ir  aussi  à  ce  siiji'l  ('es  noies  rcceiilcs  de  \'.  Maïu'clbrojt. 
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inférieur  à  M(D',  r,  s)  ciî  loul  poiiiL  de  D'  ejctcriear  aux  cercles 
de  rayon  s  ayant  pour  centres  les  pôles  de  j\z). 

Si  le  lliéorème  est  vrai  pour  un  s,  il  est  vrai  pour  les  £  plus  grands; 
on  peut  donc  supposer  iz  moindre  que  la  distance  des  frontières 
de  D  et  D'.  Si  la  propriété  est  fausse,  il  existe  une  svniQ  f[z\  n)  uni- 
formément convergente  à  l'intérieur  de  D,  \f{z;  n)\  étant  supérieur 
à  /?  en  quelque  point  deD'  extérieur  aux  cercles  en  question.  La  fonc- 
tion limite  F(c)  est  effectiN  enient  méromorplie  dans  D,  ses  pôles  sont 
les,  points  limites  des  pôles  des  f{z]  n)  et  ces  points  seulement.  A 

l'extérieur  des   cercles  F  de  rayon  -  s  ayant  j)our  centres  les  pôles 

de  F(5)  intérieurs  à  D'  ou  à  unt3  distance  de  sa  frontière  moindre 
que  £,  F(;)  est  borné.  Or  tout  cercle  F  contient  un  pôle  de /(:;;  n) 
si  n  est  assez  grand,  f{z-]  n)  resterait  donc  borné  dans  D'à  l'exté- 
rieur des  cercles  de  rajon  £  ayant  pour  centres  ses  pôles. 

Les  théorèmes  XVIII  et  XXIV  ne  caractérisent  pas  les  familles  nor- 
males, nous  les  retrouverons  pour  certaines  familles  quasi-normales. 
Mais  l'ensemijle  des  propriétés  énoncées  dans  les  théorèmes  XX III 
et  XXIV  caract(''ri^e  les  familles  normales  [Ostrowski  (b)].  Car  r,, 
étant  un  point  de  D,  si  la  suite  /(•:^o  I  '0  converge  vers  une  limite  finie, 
z^^  n'est  p.is  un  point  limite  des  pôles  des  f{z\  n)  d'après  XXIII, 
donc,  dans  un  cercle  |  :;  —  ;^  ]  <^  a,  les  f{z]  //)  n'ont  pas  de  pôles; 

elles  sont  bornées  dans  leur  ensemble  pour  \z  —  -3o|-<--«  d'après 

XXtV.  On  raisonne  de  même  si  lesy^(;oj  /?  )  coiivergent  vers  l'infini. 

D'après  le  théorème  X,  si  la  famille  y  (:;)  est  normale  dans  D,  tout 

point  z^^  (le  D  est  centre  d'un  cercle  dans  lequel  T[j',f(z  —  ^-o)] 


ou  T  (  r,  -; :  )  est  inférieur  à  uu  nombre   INIf^n).  Inversement 

cette  condition  entraîne  que  la  famille  est  normale,  car 

T[/-. /(;-..,)]  <K 

entraîne  que/  {z  —  ^q)  t'St  holomorphe  et  bornée  pourj  c  —  z^j\  <<  re~-^''. 
Les  théorèmes  XVIII  et  XIV  conduisent  aisément  à  cette  consé- 
quence :  jiour  (ju"  Il  ne  famille  de  fonctions  f{z)  /nèroinor/>/ies  dans 
un  domaine  D  soit  normale^  il  faut  et  il  suffit  cjii'à  tout 
cercle  \z  —  ^^  |  <^  R.  comnlètement  intérieur  iiT)  corresponde  un 
nombre  lM(;o,  R)  tel  que  Von  ait  pour  toute  fonction  f(z)  l'une 
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OU  r autre  des  deux  i/ièi; alités 

m.  —  Les  fonctions  a  valkurs  exceptionnelles.  Applications. 

9.  Le  théorème  de  Schottky-Landau  et  le  théorème  fondamental  de 
Montel.  —  La  plupart  des  résultats  exposés  dans  ce  chapitre  découlent 
du  théorème  de  F.  Schottkj  donnant  une  limite  supérieure  du  module 
des  fonctions  holomorphes  dans  le  cercle  |  3  |  <^  i  où  elles  ne  prennent 
pas  les  valeurs  o  et  i  et  dont  la  valeur  est  donnée  à  l'origine.  L'inéga- 
lité la  plus  précise  dans  cet  ordre  d'idées  a  été  obtenue  parE.  Landau 
au  moyen  de  la  fonction  modulaire  (voit'  fasc.  11,  n"  8,  et  fasc.  XX, 
n*'^!).  Nous  ferons  ici  usage  des  inégalités  fournies  parla  méthode 
de  R.  Nevanlinna  (a,  b)  qui  conduit  à  un  résultat  moins  précis,  mais 
permet  des  généralisations  aisées.  En  posant  Co  =  /(o),  on  trouve 
que  f(z)  holomor|)lic  et  ne  prenant  pas  les  valeurs  o  et  i  pour  [s]  <^  i 
vérifie  l'inégalité 

(  9  )  "'  (  '■;  /)  <  r  (  f 0  )  Yzzrj.  if*^  1-^17 

et  par  suite 


9{u)  et  oiii)  restant  bornés  tant  que  u  est  borné.  L'inégalité  (9)  se 
généralise,  si/(s)  est  méromorphe  pour  |  ::  |  <^  i ,  holomorphe  à  l'ori- 
gine et  ne  prend  pas  trois  valeurs  dont  les  distances  sphériques  sont 
supérieures  à  d,  on  a 

[32,  j].  D'autre  part,  convenons  de  dire  que  la  valeur  a  est  quasi- 
exceptionnelle  de  poids  /  I ]  lorsque  les  poiatsenlesquelsy"(^)  =  a 

sont  d'ordre  de  multiplicité  au  moins  égal  à /k'  (une  valeur  exception- 
nelkî,  c'est-à-dire  qui  n'est  pas  j)rise,  est  de  poids  i).  On  obtient  cette 
pro|)osition,  qui  comprend  les  précédentes  [3!2;  d\. 

Si  f{z-)  est  /tièiomor/die  jiour  |^  |  <<  1 ,  est  liolomor plie  pour  z  =  o 
et  admet  (j  valeurs  <juasi-ejceptionnelles  [dont   Vune  peut  être 
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infinie)  dont  la  somme  des  poids  est  supérieure  <(  2  {i<.  <i'^  5  ),  on 

a  l'inégalité 

(..)  T(,,/,<«1/'^1„,       ■ 


1  /■  I 


Q{u)  reste  fini  tant  que  u  est  fini  et  ne  dépend  que  de  lap)lus  petite 
des  distances  sphériques  mutuelles  des  valeurs  exceptionnelles. 

Gomme  conséquence  immédiale  du  ihéorème  de  Schotlky  et  des 
théorèmes  généraux  sur  les  familles  normales,  on  obtient  le  théorème 
fondamental  de  Montel. 

XXV.  Les  fonctions  méjoniorplies  dans  un  domaine  D  qui  ne 
j)rennent  pas  dans  ce  domaine  trois  valeurs  excej)tionnelles  fixes 
fornient  une  famille  normale. 

Le  résultat  reste  vrai  lorsque  les  valeurs  exceptionnelles  dé- 
pendent de  la  fonction  considérée^  mais  ont  une  distance  sphé- 
ri(jue  bornée  inférieui'ement.  L;i  généralisation  du  théorème  de 
Schottkv  donnée  ci-dessus  conduit  aussi  à  un  théorème  de  Bloch  (d,  f  ) 
qui  généralise  ceux  obtenus  antérieurement  par  G.  Carathéodory 
(a,  b),  P.  Montel  (c )  et  P.  Falou  : 

XX\  r.  Les  fonctions  mérojuorjilies  dans  un  domaine  D  qui 
admettent  q  valeurs  quasi-excejil iotinelles  dont  l((  somme  des  poids 
est  sujiéi'ieure  à  2  forment  une  famille  normale  dans  D. 

D'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  y  (;  )  méromorphes  dans  un 
domaine  D  et  telles  que  pour  chaquey(;)  l'aire  intérieure  du  domaine 
balayé  par  le  point  représentatif  sur  la  sphère  soit  au  plus  4  t:  —  o(«^o) 
forment  une  famille  normale,  ce  qui  généralise  un  résultat  antérieur 
de  P.  Montel  (c)  (')  (voir  aussi  [  17.  h]  ). 

10.  Familles  non  partout  normales.  Points  de  Julia.  Théorèmes 
d'Ostrowski.  — ^  Nous  considérerons  ici  une  famille  de  fonctions  méro- 
morphes dans  un  domaine  D,  mais  qui  n'est  pas  normale  dans  D. 
G'est  donc  qu'il  y  a  des  points  de  D  où  la  famille  n'est  pas  normale 
[Julia  (a,  b)|,  un  tel  point  est  un  point  de  Juliciy  l'ensemble  de  ces 

(')  Celle  démonstration  m'a  été  communiquée  (pour  les  fonctions  l)olomorpiies) 
par  M.  Montel. 
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points  est  V ensemble  de  Julia  ou  ensemble  J.  Dès  qu'il  existe  un 
point  de  Julia,  il  existe  une  suite  au  moins  de  fonctions  de  la  famille 
dont  on  ne  peut  extraire  aucune  suite  uniformément  convergente  à 
l'intérieur  de  D,  c'est  une  suite  exceptionnelle  dans  D.  Une  suite 
est  exceptionnelle  en  un  point  P  de  D  lorsque  aucune  suite  extraite 
de  celle-là  ne  converge  uniformément  dans  un  cercle  de  centre  P  et 
de  rayon  arbitrairement  petit  (Ostrowski).  Tout  point  P  auquel 
appartient  une  suite  exceptionnelle  est  un  point  de  Julia.  Inverse- 
ment, si  :;o  est  un  point  de  Julia,  l'oscillation  sphéricjue  de  la  famille 
en  Z(,  est  égale  à  tt  (sinon  la  famille  serait  normale  en  P  d'après  le 
théorème  IX),  il  existe  donc  une  suite  do  fonctions /(:;  ;  n)  et  de 
points  correspondants  z,,^  z\^  tendant  vers  3^  tels  que 

lim  !_/■(;„;   n).  /{z',;  n)\^-. 

Aucune  suite  extraite  de  celle-ci  ne  peut  converger  dans  un  cercle  de 
centre  z^.  Par  suite  : 

XX  Vil.  La  condition  nécessaire  et  suffisantepour  (ju  un  pointa 
de  D  soit  un  point  de  Julia  est  qu'il  existe  une  suite  exception- 
nelle en  ce  point.  Lovsqu'  une  famille  mèromorpJie  da  ns  D  n'est  pas 
normale.,  il  existe  au  moins  un  point  de  D  admettant  une  suite 
exceptionnelle  [Ostrowski  (b)]. 

Le  théorème  de  Montel  (XXV)  montre  que  P  étant  un  point  de 
Julia,  les  fonctions  de  toute  suite  extraite  d'une  suite  exceptionnelle 
en  ce  point  prennent  dans  leur  ensemble  toute  Valeur  sauf  deux  au 
plus  dans  le  voisinage  de  P.  Inversement,  supposons  que  toute  suite 
extraite  de  /{z;  n)  prenne  toute  valeur  sauf  deux  au  plus  dans  tout 
voisinage  de  P.  Imaginons  qu'une  suite  extraite  dey"(::;  Ji)  converge 
dans  un  voisinage  de  P.  Si  la  fonction  limite  est  finie  en  P,  les  fonc- 
tions de  la  suite  sont  bornées  dans  leur  ensemble  autour  de  P,  elles 
omettent  de  prendre  plus  de  deux  valeurs.  Conclusion  analogue  si  P 
est  pôle  de  la  fonction  limite.  Ainsi  : 

XXVlll.  La  condition  nécessaire  et  su  fjisante  pour  (pi' imi'  sui/c 
soit  exceptionnelle  en  V*  est  (fue  les  fondions  de  toute  suite  extraite 
de  celle-là  jtrennent  d((ns  leur  cnsendde  toute  valeur  sauf  deux 
au  plus  dans  tout  voisiiuige  de  P.  [Ostrowski  (b)]. 

Ce  résultat  est  obtenu   à  partir  du    théorème  de  Montel  sous  la 
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forme  XX.V.  En  utilisant  la  remarque  faite  à  la  suite  de  ce  théorème, 
on  obtient  un  résultat  plus  [)récis. 

XXIX.  Si  ii.nc  suite  f{z;  u)  est  e.rception/ielle  en  P,  à  tout  z  po- 
sitif et  il  tout  cercle  C  de  rayon  cl  ayant  P  pour  centre  corres- 
pond un  entier  ]N(c,  d)  tel  ejue,  pour  n  >>N,  /(g;  n)  j>rend  toute 
valeur  dans  C  sauf  au  plus  celles  appartenant  et  deux  cercles  de 
rayon  s  tracés  sur  la  sphère  (ces  cercles  dépendent  de  n)  [Os- 
trowski  (b)]. 

1 1 .  Application  à  l'étude  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point 
essentiel.  Théorèmes  de  Julia.  —  P.  Montel  a  appliqué  la  théorie  des 
familles  normales  à  la  démonstration  du  théorème  de  Picard  sur  la 
distribution  des  valeurs  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  poiiil 
essentiel  isolé.  On  sait  depuis  A\  eierstrass  que  la  fonction  est  com- 
plètement indéterminée  dans  le  voisinage  d'un  tel  point.  E.  Picard 
a  montré  que  la  fonction  prend  effectivement  toute- valeur,  sauf  au 
plus  deux  valeurs  dans  le  voisinage  du  point.  La  démonstration  de 
cette  proposition  au  moyen  des  théorèmes  obtenus  ci-dessus  est  immé- 
diate. Considérons  une  fonction  holomorphe  autour  du  point  à  l'in- 
fini, soit  /"(;).  Introduisons  avec  P.  Montel  et  G.  Julia  la  suite  de 
fonctions 
(.2)  f(z;n)=.f  (:..")         (i  =  ia:>i). 

ces  fonctions  sont  holomorphes  dans  la  couronne  F 

i<\z\<:l'       (ï'>i:), 

tout  au  moins  à  partir  d'une  valeur  de  /?,  et  les  valeurs  qu'elles  pren- 
nent dans  la  couronne 

(i3)  i<\z    i^ 

sont  les  valeurs  prises  par  f{:)  à  l'extérieur  d'un  cercle  de  centre 
origine.  D'après  les  théorèmes  de  Cauchy  et  Liouville,  chaque  cir- 
conférence I  ;:  I  =  /■  contient  un  point  :■  en  lequel /(g)  croît  indéfini- 
ment avec  /*,  le  théorème  XXII  s'applique  donc  aux  f{z;  Ji)  :  si  la 
suite  f{z;  ?i)  était  normale  dans  l\f(z;  ?i)  convergerait  vers  l'in- 
fini. Ceci  est  impossible  d'après  le  théorème  de  Weierstrass.  La 
suite  /(  :■;  Ji)  n'est  pas  normale  dans  F,  les  fonctions  f(z  ;  //  )  prennent 
dans  leur  ensemble  toute  valeur  dans  F  sauf  une  au   plus  (puisque 
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l'infini  n'esl  pas  pris).  Le  théorème  général  de  Picard  s'ensuit  puisque 
si  §'{:■)  est  méroniorphe  autour  du  point  à  l'infini  et  ne  prend  plus  la 

valeur  a  pour  1  ;>  I  >  R,  ■^. — ^ est  holomorplie  pour  les  valeurs  finies 

de  module  supérieur  à  R. 

La  démonstration  précédente  est  colle  de  G.  Julia.  L'important 
complément  apporté  par  cet  éminent  géomètre  en  découle  de  suite 
(dans  le  cas  des  fonctions  holomorphes  autour  du  point  essentiel)  : 
il  existe  dans  T  un  point  de  Julia  au  moins,  donc  : 

XXX.  Si  l'(  fond  ion  J\z)  est  hohtniovnhc  autour  du  point  à 
Vinjini,  à  tout  a  donné  de  modale  supérieur  à  i,  corresponde  une 
suite  au  moins  de  points  z-„=  z-o<y'^  tels  que  j\z)  jirenne  une  infi- 
nité de  fois  toute  valeur  sauf  une  au  plus  dans  Vensemble  des 
cercles  G,j  ayant  pour  centres  les  z-a  et  pour  rayon  d\  z,,  |,  d  étant 
arbitrai}  ement  j/etil . 

Pour  les  fonctions  niéromorplies  une  proposilion  de  cette  espèce  ne 
jieut  plus  être  vraie  en  général;  c'est  ce  cjue  montre  l'exemple  des 
fonctions  invariantes  par  la  Iransformalion  (0,  zij).  G.  Julia  montra 
que  son  ihéoième  est  vrai  pour  toutes  les  fonctions  méromorphes 
admettant  une  valeur  asjmptoti(|uc,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  y(5) 
tend  vers  une  limite  lorsque  z  s'éloigne  indéfiniment  sur  un  certain 
chemin  ;  car /'(^  ;  n)  tendant  alors  vers  une  valeur  a  sur  un  chemin  L„ 
traversant  r,  tendrait  uniformément  vers  a  dans  tout  F  (théorème  VII). 
Des  conditions  plus  larges  furent  données  par  G.  Julia  [iwir  aussi 
[32,  h]).  Mais  il  appartenait  à  A.  Ostrowski  de  déterminer  toutes  les 
tondions  méromorphes  faisant  exception  au  théorème  de  Julia. 

XXXL  Le  théorème  XXX  est  vrai  pour  toute  fonction  méro- 
morplie  autour  du  point  à  Vinfiui  <pii  n\ippartient  pas  à  une 
certaine  classe  de  fonctions  d'ordre  nul  mais  il  peut  y  avoir 
deux  valeurs  exceptionnelles.  Il  est  toujours  vrai  lorsque 

L'enscmhle  J(c-)  des  points  où  la  famille  (12)  n'est  pas  normale  a 
été  étudié  par  G.  Julia.  J(î7)  est  invariant  par  la  substitution  (5,  za), 

(')  Voir  aussi  une  noie  du  W.  Snver  [28]  cl  des  travaux  plus  réccnls  de  cet 
au  leur. 
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il  est  fermé  puisque  son  complémentaire  esl  formé  de  domaines.  J(cr) 
peut  ne  posséder  qu'un  point  dans  la  couronne  (i3),  c'est  le  cas 
pour 

/()=n 

Un  point  2o  de  J(o-)ne  peut  être  isolé  si  les  t\z]  n)  ne  prennent  pas 
deux  valeurs  fixes  «,  b  dans  un  cercle  de  centre  Zq.  C'est  une  consé- 
quence d'une  proposition  qui  sera  donnée  plus  loin  (th.  XXXV).  En 
particulier  J(cr)  est  un  ensemble  parfait  lorsque  /(c)  ne  prend  pas 


deux  valeurs  a,  b  autour  du  point  à  l'infini 


dan 


s  ce  cas 


./(s)- 


est 


holomorphe  et  J(o-)  existe  certainement  •  Si/(5)  admet  deux  valeurs 
asjmptotiques,  toute  courbe  tournant  autour  de  O  renferme  un 
point  de  J(o'),  J('3")  renferme  un  ensemble  continu  joignant  l'origine 
au  point  à  l'infini;  c'est  le  cas  lorsqu'il  j  a  deux  valeurs  exception- 
nelles. 

G.  Julia  obtient  des  résultats  analogues  eu  considérant  les  familles 


et  les  familles  continues 


i<B< 


J\=-^(J)l 


<A<3c, 


a(/)  étant  une  fonction  continue  du  paramètre  réel  /,  dont  le  module 
tend  vers  l'infini  lorsque  t  croît  indéfiniment. 

L'ensemble  de  Julia  existe  d'ailleurs  pour  toutes  ces  familles  dès 
qu'il  existe  pour  l'une  d'elles  [Ostrowski  (b),  Valiron  (b)]. 

Dans  le  cas  des  fonctions  méromorphes  d'ordre  positif  [c'est-à-dire 
lorsque  logT(/',  /')  :  log/"  ne  tend  pas  vers  zéro]  le  théorème  XXXI  se 
rattache  aux  théorèmes  généraux  obtenus  par  R.  Nevanlinna  concer- 
nant la  distribution  circulaire  des  points  où  f{z)  ^  x  [32,  /].  Des 
procédés  directs  ont  permis  à  H.  Milloux  (a,  b,  c)  dans  le  cas  des 
fonctions  à  valeur  asymplolique,  puis  à  G.  Valiron  (k)  dans  le  cas 
des  fonctions  d'ordre  positif,  de  donner  des  propositions  quantitatives 
entraînant  l'existence  de  l'ensemble  J(o')  (').  Le  théorème  XXIX 
permet  d'ailleurs  d'affirmer  que,  dès  que  J(o')  existe,  on  vent  trou- 
ver une  suite  de  cercles  F,,  dont  b'  centre  z„  s'éloigne  indèfini- 


(')    ]'oir  à  ce  sujet  des  travaux  récents  tic  iMilloux,  Saxer,  Valiron  et  Biernacki. 
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ment,  qui  sont  vus  de  Vori<^lne  sous  un  atii^le  (jui  tend  vers  zéro 
et  tels  que^  dans  Vn  la  fonction  nièroinorphefiz)  piend  toute 
valeur  sauf  celles  correspondant  à  deux  cercles  de  la  sphère  dont 
le  ravon  £„  tend  vers  zéro  lorsque  n  décroît  indé/iniinenl . 

12.  Application  à  l'étude  des  fonctions  méromorphes  dans  un 
angle  où  elles  ne  prennent  pas  trois  valeurs  exceptionnelles.  — 
P.  Montel  a  appliqué  la  méthode  des  familles  normales  à  l'élude 
d'une  fonclion  /"(g),  méromorphe  dans  un  domaine  angulaire  S 

o  <<  ;■  ^  1  s  j  ■<;  )■{,  —  a  <  cp  =  arg ô  ■<  +  a, 

ne  prenant  pas  trois  valeurs  «,  b^  c  dans  cet  angle,  et  a  retrouvé  et 
complété  des  résultats  antérieurs  de  E.  Lindelof.  11  introduit  la 
famille  f[z2~")  et  applique  les  théorèmes  généraux.  Il  obtient 
notamment  ce  théorème  (b,  c,  d)  : 

XXXU.  1°  SoitTit/i  chemin  aboutissant  ii  O  Cfi  restant  com- 
/)lètement  intérieur  à  S  [sur  ce  chemin  \  9  j<a'<C  a).  Si  f{z)  tend 
vers  une  limite  lorsque  z  tend  vers  zéro  sur  F,  f{z)  tend  unifor- 
mément vers  cette  limite  lorsque  z  tend  vers  zéro  avec  |  9  |  ^a"<<  a. 
Si  \f{^-)-,  «I  reste  supérieur  à  A- >>  o  sur  F,  cette  e.r/)ression  reste 
supérieure  à  /'>■  o  pour  |  9  |  <  a"<<  a. 

2°  Le  domaine  d'indétermination  de  f{z)  lorsque  z  tend  vers 
zéro  sur  deux  chemins  tans^ents  en  O  à  un  même  rayon  intérieur 
(i  S  est  le  même;  le  domaine  d' indétermination  piair  z  =  o  le  lons^- 
de  9  =  const.  varie  continiina^/it . 

On  peut  compléter  ces  résultais  lorsque  /(;)  est  holoinorphe  et 
bornée  dans  S.  On  trouvera  dans  ce  cas  dans  le  mémoire  (b)  de 
E.  Lindelof  de  remarquables  démonstrations  ne  faisant  appel  qu'au 
principe  de  Cauchj  sur  le  maximum  du  module.  En  dehors  des 
applications  de  ces  propositions  qui  ont  été  faites  dans  la  théorie  des 
fonctions  méromorphes  ou  dans  celle  de  la  représentation  conforme, 
signalons  ici  celles  faites  par  P.  Fatou  (b)  dans  l'étude  des  valeurs 
limites  d'une  fonction  f{z)  holomorphe  dans  le  cercle  |  :;  |  <^  i 
lorsque  z  s'approche  d'un  point  de  la  circonférence,  étude  dont  le 
j)oint  de  départ  est  le  théorème  bien  connu  de  Fatou  (a  ). 

Lorsque  le  point  z  tend  vers  la  circon férence  sur   les  rayotis 
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o  =  arg-;  =:  coiist.,  /'(:;)  tend  vers  une  limite  sauf  au  plus  pour 
les  9  appartenant  à  un  ensemble  de  mesure  nulle. 

13.  Application  à  l'étude  de  la  convergence  uniforme  des  suites 
convergentes.  —  La  théorie  dos  familles  normales  a  conduit  ^Nloulel 
à  un  important  théorème  sur  les  suites  convergentes,  qu'il  a  établi 
d'abord  dans  le  cas  des  suites  do  fonctions  holomorphes,  puis  des 
suites  do  fonctions  méromorphes  (  '  ). 

Considérons  une  suite  de  fonctions  méromorphes  J\::-]  n)  conver- 
gente en  chaque  point  d'un  domaine  D.  Tout  domaine  D'  complète- 
ment intérieur  à  D  contient  u  n  autre  domaineTi'  d((  ns  leqjiel  on  a 

(14:)  !/(::;  »')./(c;  ;r,:<^, 

dès  c[ue  n  et  n'  sont  au  moins  cLiaux  ii  un  nombie  n^.  Si  la  propo- 
sition n'est  pas  vraie  pour  D  ,  il  existe  deux  nombres  n\  ei  n^^  n\  et 
un  point  de  D'  en  lequel 

Cette  inégalité  reste  valable  dans  un  domaine  D,  complètement 
intérieur  à  D'  en  vertu  de  la  continuité  sphérique  des  J{:-',  n). 
Si  (14)  n'est  pas  vérifiée  dans  D|  à  partir  d'une  valeur  de  n  supérieure 
à  7?|  on  peut  recommencer  le  même  raisonnement,  et  ainsi  de  suite. 
Au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations  on  arrive  au  domaine 
cherché  D'  sans  quoi  on  aurait  une  suite  infinie  de  domaines  D,, 
Dj,  .  .  . ,  Dy,.  .  .  .  s'omboîtant  les  uns  dans  les  autres  et  contenant  un 
point  commun  intérieur  z-q  en  lequel  on  aurait 

pour  une  suite  indéfiniment  croissante  de  couples  de  nombres  n'^^, 
np,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  fait  que  les  /'(  :;„  ;  //  )  convergent. 
L'inégalité  (i4)  est  donc  valable  dans  D".  Une  telle  inégalité  entraine 
(jue  la  suite  est  normale  dans  D ',  car /(:::;  //q)  est  continue  sur  la 
sphère,  de  sorte  que  le  théorème  X  s'applique.  La  proposition  ^  [ 
donne  alors  le  théorème  de  IMontol  : 

(')   Celle  tlénionslralioa  nïi  élé  coiiiiminiquée  par  Af.  Monld   {voir  [17,  k]). 
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XXXIII.  Si  une  suite  de  fonctions  méroniorphes  clans  un 
domaine  D  converge  {au  sens  large)  en  chaque  point  du  domaine^ 
il  existe  des  domcdnes  de  convergence  uniforme  cjui  sont  partout 
denses  dans  D. 

L'ensemble  des  points  do  D  n'appartenant  pas  aux  domaines  do 
convergence  uniforme  est  l'ensemblo  J.  Il  est  fermé  et  ne  contient 
aucun  domaine.  Dans  le  cas  des  fondions  holomorphes  et  de  la 
convergence  au  sens  strict,  J  ne  contient  aucun  point  isolé  d'après 
le  théorème  de  Weierstrass,  c'est  un  ensemble  parfait;  en  outre, 
d'après  le  théorème  de  Weierstrass  cet  ensemble  est  continu  et  d'un 
seul  tenant  avec  la  frontière  [Montel  (a)J. 

Dans  tous  les  cas,  si  l'on  désigne  par  E(a)  l'ensemble  des  points 
limites  des  racines  des  équations 

/(  z;  n)  =  a 

lorsque  7/  varie,  tout  point  z^^  de  D  appartenant  à  un  domaine  de 
convergence  uniforme  appartient  à  un  E(«)  et  à  un  seul,  celui  pour 
lequel  a  est  égal  à  la  valeur  de  la  fonction  limite  on  Zq.  Tout  point 
appartenant  à  deux  ensembles  E(a),  E(/^)  fait  donc  partie  de  l'en- 
semble J.  D'ailleurs  tout  point  de  J  appartient  à  tous  les  E(rt)  sauf  à 
deux  au  plus.  L'ensemble  i  est  donc  Vensendjle  des  points  communs 
à  deux  au  moins  de  quatre  ensembles  E(a),  E(ô),  E(c),  E(<r/). 

IV.  —  Les  familles  quasi-normaliîs. 

1  i.  Définition  des  familles  quasi-normales.  Suites  irrégulières  et 
points  irréguliers.  Familles  d'ordre  fini.  —  Nous  dirons  avec 
P.  Montel  (e,  f)  qu' une  famille  de  fonctions  f{z)  mèromorpJies 
dans  un  domaine  D  est  quasi-noruiale  dans  ce  domaine  lorsque 
de  toute  suite  de  fonctions  de  la  famille  on  peut  extraire  une 
autre  suite  qui  converge  uniformément  dans  un  domaine  obtenu 
en  supprimant  de  D  des  points  n\iyanl  jias  de  points  d'accumu- 
lation à  V intérieur  de  D  (lorsque  D  comprend  le  pointa  l'infini,  on 
considère  D  sur  la  sphère  de  Riemann).  Il  existe  donc  deux  sortes 
de  suites  convergentes  :  des  suites  convergeant  partout  à  l'intérieur 
de  D,  ce  sont  les  suites  régulières;  dos  suites  convergeant  dans  D 
privé  de  certains  points,  ce  sont  des  suites  irrégulières^  les  points 
supprimés  sont  les  poinis  irréguliers  de  la  suite  considérée.   Le 
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nombre  des  points  irréguliers  de  chaque  suite  irrégulière  étant  fini 
dans  tout  domaine  complètement  intérieur  à  D,  le  théorème  de 
Borel-Lebesgue  et  la  méthode  des  extractions  successives  et  du 
passage  à  la  suite  diagonale  montrent  encore  que  : 

XXXIV.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
famille  soit  ciuasi-normale  dans  un  domaine  est  qu'elle  le  soit 
autour  de  chaciue  point  ;„  du  domaine^  c'est-à-dire  dans  un 
cercle  de  centre  Cq- 

LfCs  transformations  envisagées  au  n"  i  qui  conservent  les  suites 
convergentes  conservent  les  familles  quasi-normales. 

Soit  Zq  un  point  irrégulier  d'une  suite  irrégulière  f{z-;  n).  S'il 
existe  un  nombre  a  pour  le(|uel  la  solution  de 

fU.;  n)  =  a 

la  plus  proche  de  ^o  ne  tend  pas  vers  ^y  lorscjue  n  croît  indéfiniment, 
il  existe  une  suite  extraite  pour  lacpiolle 

[ou  /'(:;  ;  n)  'si  «  =  x] 


f(z-  u)  —  a 


est  holomorphe  pour  |  ^  —  ZQ\<^y.  e\.  converge  uniformément  à  l'in- 
térieur de  ce  cercle  privé  de  son  centre.  Si  la  convergence  a  lieu  au 
sens  strict,  il  y  a  convergence  uniforme  dans  tout  le  cercle  en  vertu 
du  théorème  de  Weierstrass.  Donc,  ou  bien  on  peut  extraire  de  la 
suite  considérée  une  autre  suite  régulière  en  Zq^  ou  bien  la  fonction 
limite  de  la  suite  extraite,  donc  aussi  de  la  suite  considérée,  est  a. 
Dans  ce  dernier  cas,  si  l'hjpolhèse  faite  pour  a  se  présente  pour  une 
autre  valeur  b  on  peut  recommencer  le  même  raisonnement,  Zç^  sera 
régulier  pour  une  suite  extraite  puisque  b  ne  peut  être  valeur  limite. 
En  appliquant  le  procédé  des  extractions  successives  et  du  passage  à 
la  suite  diagonale  (lorsqu'il  y  a  une  infinité  de  points  irréguliers),  on 
voit  que  : 

XXXV.  De  toute  suite  f{z;  Jt)  de  fonctions  d' une  famille  quasi- 
normale  on  peut  extraire  une  suite  régulière  ou  une  suite  ir)-égi(- 
lière  irréductible  f(z  ;  Ji').  Chaque  point  irrés^'ulier  ;„  de  f(z',  Ji') 
est  irréductible  :  il  est  j)oint  limite  des  solutions  de  toute  suite 
d'équations  extraite  de  la  suite  f{z  ;  n')  =  x,  quel  que  soit  x^  sauf 
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peut-être  pour  une  valeur  a  de  x  indépendante  de  z^.  Si  la  valeur 
exceptionnelle  a  existe,  a  est  la  fonction  limite  de  la  suite  irrè- 
gulière. 

En  parlicLilior,  dans  le  cas  des  familles  quasi-normales  de  fonc- 
tions holomor plies ^  l'intini  est  valeur  exceptionnelle,  toutes  les  suites 
irrégulières  tendent  vers  l  infini. 

Dorénavant  nous  ne  considérerons  que  les  suites  irréductibles.  Il 
est  d'ailleurs  clair  qu'une  suite  irrégulière  donnée  a  priori  peut 
engendrer  plusieurs  suites  irréductibles  qui  ont  même  fonction  limite 
mais  peuvent  avoir  des  points  irréguliers  différents.  Une  suite  irré- 
gulière irréductible  est  une  suite  exceptionnelle  d'Ostrowski  (n°  10) 
autour  de  chacun  de  ses  points  irréguliers. 

Une  famille  quasi-normale  dans  un  domaine  D  est  dite  d  ordre  fini 
au  sens  strict  dans  D  lorsque  le  nombre  des  points  irréguliers  de  ses 
suites  irréductibles  est  borné  par  un  nombre  fixe.  L'ordre  p  est  le 
nombre  maximum  des  points  irréguliers  de  diverses  suites  irréduc- 
tibles [Montel  (e,  f)].  Une  famille  quasi-normale  dans  D  sera  dite 
d'ordre  Jim  à  Vintèrieur  de  D 'lorsqu'elle  est  d'ordre  fini  au  sens 
strict  dans  tout  domiine  D'  complètement  intérieur  à  D.  Toute  suite 
irrégulière  irréductible  possède  /^(D')  points  irréguliers  au  plus 
dans  tout  D'  complètement  intérieur  à  D,  n{l^')  ne  dépendant  que 
de  D'  et  de  la  famille. 

l,^).  Familles  à  fonctions  limites  méromorphes.  Familles  d'ordre 
total  fini.  —  La  fonction  limite  d'une  suite  irrégulière  en  :^o  peut 
admettre    ^o    pour   point   essentiel  isolé.   Par  exemple,   F(ft)    étant 

holomorphe  en  tout  point  à  distance  finie,  F(  -  )  est  fonction  limite 
d'une    suite    de    polynômes    en    -    qui    convergent    uniformément 

pour  I  j:;  I  <;  R.,  :;  [  >•  o.  P.  Montel  (f  )  a  donné  une  condition  suffi- 
sante pour  qu'un  point  irrégulier  Zq  soit  point  de  méromorpliie  de  la 
fonction  limite. 

XXXVI.  La  fonction  limite  ^ {z)  est  méromorpJie  en  un  point 
irrégulier  de  la  suite  f{z ;  n)  lorsqu'il  existe  un  nombre  x  et  une 
suite  de  n  pour  lesquels  le  nombre  des  solutions  de  Vé(juation 

(i5)  f{z\  n)  =  X 
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qui  Icndeiit  vers  Zq,  lorsque  n  croit  indéfiniment^  reste  inférieur 
ou  èqal  à  un  nombre  fixe  [j.. 

Lin e  famille  quasi-normale  dans  D  dont  les  fonctions  prennent 
n{D')  fois  au  plus  une  valeur  «(D')  dans  tout  domaine  D'à  toutes 
ses  fonctions  limites  méromorpJies. 

On  peut  en  effet  supposer  x  infini  et  se  borner  à  considérer  une 
suite  pour  laquelle /(  :^  ;  /?)  a  exactement /j.  pôles  tendant  vers  Gq,  On  a 


(^z-z'{){z-z'^)...{z-z^:)' 


g{z;  n)  étant  liolomorphe  pour  \z  —  :?„  <^  «  et  les  ;■'  tendant 
vers  Zq.  Si  F (5)  n'est  pas  la  constante  infinie,  g{^-',  >i)  converge 
uniformément  au  sens  strict  sur  une  circonférence  \  z  —  ;„  |  -=:  ^, 
donc  à  l'intérieur,  vers  une  fonction  G(:;)  qui  est  holomorplie  en  ^o- 

Par  suite 

G(..) 


F(z)  = 


(::--o)^ 


Supposons  que  F(c)  soit  mèromorpJie  en  z^  et  que  ce  ne  soit  pas 
une  constante.  Il  est  loisible  de  supposer  F(:;o)  =  00.  Si  è  est  fini, 
onpeuttrouver  un  cercle  j  ;:;  —  ^0 1  <C  5«  dans  lequel  |  F(s)  —  ^  i  ^  |S  >  <> 
et  à  l'intérieur  duquel  les _/( 5;  n)  convergent  uniformément  au  sens 
strict  sauf  au  centre.  On  peut  alors  appliquer  l'intégrale  de  Cauchj  à 

f(z;n)-b' 

ce  qui  montre  que,  pour  cJiaque  n,  la  différence  entre  le  nombre 
de  solutions  de  (i5)  qui  tendent  vers  z^  pour  x  -^Y^z^f)  et 
pour  X  y-  F(5o)  est  indépendante  de  n  et  égale  au  degré  de  mul- 
tiplicité de  la  racine  Zq  de  Vèquation  F(;)  =  F(so)- 

S/  F(c)  est  constant  et  égal  à  a,  on  voit  de  suite  que  dans  un  voi- 
sinage arbitrairement  petit  donné  de  ^0  et  pour  n  assez  grand,  les 
équations  (i5)  ont,  pour  un  même  n,  le  même  nombre  de  solutions 
pourvu  que  |  x,  a  1  soit  supérieur  à  un  nombre  fixe.  Mais  il  n'j  a  plus 
de  relation  simple  indépendante  de  n  entre  le  nombre  de  racines 
pour  X  --=  a  el  X  y^  a. 

Ces  considérations  conduisent  à  la  notion  d'ordre  d'un  point  irré- 
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oiiliei^  .  Un  point  Zq  irrégulier  pour  une  suite/(::;  n)  est  dit  cVordre 
fini  lorsqu'il  existe  deux  nombres  «,  h  tels  que  le  nombre  des  racines 
de  (i5)  tendant  vers  Zq  lorsque  n  croît  indéfiniment  soit  au  plus  v(rt) 
pour  .r  =  a  et  v{b)  pour  x  =^  b  [Montel  (f)].  D'après  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  extraire  de  la  suite  une  nouvelle  suite  pour  laquelle  1(.' 
nombre  des  racines  de  (i5)  tendant  vers  Zq  est  indépendant  de  n  et 
éo-al  à  un  même  nombre  [j.  pour  tous  les  x  sauf  un  au  plus. 

Cette  nouvelle  suite  est  complètement  réduite  en  r^,  elle  est  dite 
d  ordre  p  en  z^.  y.  est  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  v  (a), 
v(b)  lorsque  la  fonction  limite  F(g)  n'est  pas  une  constante,  Une 
dépasse  pas  à  la  fois  ces  deux  nombres  lorsque  ¥ [z)  ^  c  et  est 
égal  au  nombre  de  racines  de  f{z  ]n)  —  d,dy^c,  tendant  vers  ^o- 
Lorsque  les  points  irréguliers  d'une  suite  sont  tous  d'ordre  fini,  on 
peut,  par  des  extractions  successives  et  le  passage  à  la  siiite  diagonale, 
obtenir  une  suite  complètement  réduite  en  chacun  de  ses  points  irré- 
guliers, c'est  une  suite  complètement  irréductible.  Vordre  total 
d\uie  telle  suite  dans  D'  appartenant  à  D  est  la  somme  des  ordres 
de  ses  points  irréguliers  dans  D'. 

Une  famdle  quasi-normale  d'cu-dre  fini  au  sens  strict  est  d^ ordre 
total  fini  au  sens  strict  dans  D  lorsque  tous  les  points  irréguliers 
sont  d'ordre  fini  et  que  l'ordre  total  dans  D  de  toutes  les  suites  com- 
plètement réduites  est  inférieur  à  un  nombre  fixe.  L'ordre  total  est 
le  maximum  des  ordres  de  ces  suites. 

Une  famille  quasi-normale  d't>rdre  fini  à  l'intérieur  d'un  domaine  D 
est  d'ordre  total  fini  à  V intérieur  de  D  (ou  au  sens  large)  lors- 
qu'elle est  d'ordre  total  fini  au  st'ns  strict  dans  tout  domaine  D' 
complètement  intérieur  à  D. 

XXXVII.  Une  famille  cjuasi-normale  dajis  un  domaine  Y)  dont 
les  fonctions  ne  prennent  que  p  fois  au  plus  une  valeu/'  a  et  que 
q  fois  au  plus  une  valeur  b  (q^p)  est  d'ordre  total  fini  strict  au 
plus  égal  à  p. 

D'après  XXXV,  la  famille  est  d'ordre  fini  au  sens  strict  au  plus 
égal  à/?.  Si  une  suile  irrégulière  a  une  fonction  limite  constante,  elle 
engendre  des  suites  complètement  réduites  dont  l'ordre  total  est  égal 
au  nombre  des  points  où  sont  prises  les  valeurs  6  ou  a  suivant  que  a 
est  ou  n'est  pas  la  valeur  limite.  Si  une  suite  irrégulicre  a  une  fonc- 
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tion  liniiie  non  constante,  ses  suites  com[)lèlement  réduites  sont 
d'ordre  total  au  plus  égal  à  q. 

On  a  une  proposition  correspondante  pour  les  familles  d'ordre 
total  fini  à  Fintérieur  d'un  domaine.  On  peut  aussi  supposer  dans 
l'énoncé  XXXVJI  c|ue  les  deux  valeurs  a.  h  sont  remplacées  par  des 
nombres  ci{f),  b{f)  variables  avec  la  fonction,  mais  dont  la  distance 
sphérique  reste  supérieure  à  un  nombre  fixe.  Car,  de  toute  suite  de 
fonctions,  on  pourra  en  extraire  une  autre /(^;n)  pour  laquelle  ces 
nombres  «(/),  ^(/)  auront  des  limites  a,  b  telles  cjue  \a,  b\  ne  soit 
pas  nul.  a  par  exemple  sera  fini,  les  suites  f(z;n)  —  <^{f)  et 
f(z;n)  —  a  auront  les  mêmes  fonctions  limites,  les  fonctions  limites 
de  f(z',n)  sont  donc  encore  méromorphes  aux  points  irréguliers,  et 
l'on  peut  raisonner  comme  ci-dessus. 

Comme  corollaire  du  théorème  XXXVII  ainsi  généralisé,  on 
obtient  cette  proposition  qui,  dans  le  cas  des  valeurs  fixes,  découle  de 
suite  de  XXXV  :  U/)e  famille  quasi-normale  de  fonctions  méro- 
moj'phes  f{z),  dont  chaque  fonction  ne  prend  pas  deux  valeurs 
a{f),  b(f)  de  distance  sphérique  supérieure  à  un  nombre  fixe, 
est  une  famille  normale. 

1().  Les  fonctions  qui  ne  prennent  qu'un  nombre  limité  de  fois  trois 
valeiirs.  —  Les  propositions  relatives  aux  fonctions  qui  ne  prennent 
pas  trois  valeurs  s'étendent  de  suite  aux  fonctions  ne  prenant  c[u'un 
nombre  fini  de  fois  trois  valeurs. 

XXX\  Ilf.  Les  fonctions  méromorphes  dans  un  domaine  D  et 
telles  que  cluKjue  fonction  f{z)  ne  prenne  que  p,  q,  r  fois  au 
plus  trois  valeurs  a{f),  b{f)^  ^(/)  dont  les  distances  sphêriques 
deux  à  deux  restent  supérieures  à  un  nombre  fixe ^  forment  une 
famille  quasi-nor maie cV ordre  totcd  fini  au  sens  strict  dans  D.  Si 
p^q^r,  Vordre  total  est  au  plus  às;al  à  q  [Montel  (f)]  ('). 

11  suffît  de  remar(|uer  que  toute  suite  de  fonctions  f{z)  est  géné- 
ratrice d'une  suite  telle  que  les  points  en  lesquels  f(^z)^a{f) 
admettent  jo'</>  points  limites  intérieurs  à  D,  les  points  en  lescjuels 
f(^z)^  b(f)  admettent  ^'<^  points  limites  intérieurs  à  D,  les  points 

(_' )    Dans   ce  mémoire,  P.   Montel    dit    seulement    que    l'ordre   total    est   moindre 
que  q  -h  r. 
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en  lesquels  J\z)  =  c(f)  admettent  /''</•  points  limites  intérieurs 
à  D.  Dans  le  domaine  obtenu  en  supprimant  de  D  ces  points  limites, 
la  suite  considérée  est  normale  en  vertu  du  théorème  XXV  généra- 
lisé et  de  m.  La  famille  est  donc  quasi-normale  et  l'ordre  total 
limité  d'après  ce  qui  précède. 

En  particulier,  les  fonctions  méromorphes  multivalentes  d'ordre  p 
dans  un  domaine  forment  une  famille  quasi-normale  d'ordre  total  p 
au  plus.  Les  fractions  rationnelles  quotient  de  deux  polynômes  de 
degrés  bornés  offrent  un  exemple  de  ce  cas. 

D'une  façon  plus  générale,  on  peut  supposer  seulement  que  l'équa- 
tion y(:3)  ^  «(/)  possède  moins  de  ^(D')  solutions  dans  tout  D' 
complètement  intérieur  à  D,  les  hypothèses  relatives  aux  deux  autres 
équations  n'étant  pas  modifiées.  Il  s'ensuit  aussi  que  : 

XXXIX,  Les  fonctions  niéromor plies  dans  un  domaine  D  et 
telles  cjite^  toute  fonction  f{z)  de  la  famille  ne  prend  que  n{Y)') 
fois  au  plus  trois  valeurs  a(f),  h{f)^  ^if)  dans  tout  domaine  D' 
complètement  intérieur  à  D  forment  une  famille  quasi-normale 
d'ordre  total  fini  au  sens  large  dans  D  pourvu  que  les  distances 
sphériques  deux  à  deux  de  e((f),  h[f)  et  c(f)  restent  supérieures 
àf/(D')>o. 

Les  fonctions  méromorphes  pour  j^j<;i  et  pour  lesquelles  la 
fonction  T(  7')  de  Nevanlinna  est  inférieure  à  une  fonction  donnée  9(r) 
rentrent  dans  ce  cas. 

Le  théorème  XVllI  s'applique  sous  la  forme  suivante  aux  familles 
quasi-normales  d'ordre  total  fini  au  sens  large  : 

XL.  Si  la  famille  des  fondions  méromorplies  f{z)  est  quasi- 
normale  d'ordre  total  fini  à  V intérieur  de  D  et  si  la  constante  a 
n'est  valeur  limite  d'aucune  suite  régulière  ou  irrégulière  de  la 
famille^  le  nombre  des  solutions  de  f[z-)=za  est  borné  dans 
fout  D'  complètement  intérieur  à    T)  par  un  nombre  /?(D',  a). 

La  démonstration  reste  la  même  que  plus  haut.  L'hypothèse  de 
l'ordre  total  fini  liuiito  en  effet  le  nombre  de  solutions  àe  f[z)  =a 
voisines  d'un  point  irrégnlier  puisque  a  n'est  pas  la  valeur  limite. 

Le  théorème  XIX  et  sa  conséquence  XXI  sont  valables  sans  modi- 
fications pour  ces  familles.  On  en  déduit  cette  proposition  qui  montre 
quel  est  le  contenu  des  familles  d'ordre  total  fini  : 
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XLl.  Pour  ([11  une  famille  de  fonctions  f{~-)  niéronwrphes 
dans  D  soit  quasi-noiinale  d'ordre  total  fini'  à  l'itUérieur  deT>, 
il  faut  et  il  su  I fit  qu  il  existe  quatre  nombres  fixes  a,  b,  e,  d  tels 
que,  à  tout  domaine  D'  complètement  intérieur  à  D  corresponde 
un  nombre  n{V)')  limitant,  pour  toute  fonction  f{z-),  le  nombre 
des  solutions  de  trois  au  moins  des  quatre  équations 

f(z.)  =  a,        f{z)  =  b.         /{z.)  =  c.         f(z)^.d. 

La  famille  définie  par  cette  dernière  condition  sera  en  général  plus 
étendue  qu'une  tamille  donnée  a  priori  jouissant  de  la  même  pro- 
priété. Piemarquons  ici  que  les  familles  quasi-normales  d'ordre  fini 
au  sens  large  et  à  fonctions  limites  méromorphes  jouissent  de  cette 
propriété  :  la  famille  prolongée  obtenue  en  adjoignant  aux  fonctions 
données  leurs  fonctions  limites  est  une  famille  quasi-normale  fermée, 
c'est-à-diro  dont  toutes  les  fonctions  limites  appartiennent  à  lu 
famille. 

En  s'appujant  Nur  le  théorème  \X\  I  au  lieu  de  XXV,  on  montre 
de  même  que  : 

XLII.  Les  fonctions  f{z)  méromorphes  dans  un  domaine  D  e( 
telles  que,  pour  j  =^  1,2,...,  /v,  Véquation  f[z)  =^aj  n'ait  que  pj 
racines  d'ordre  de  multiplicité  moindre  que  nij,  forment  une 
famille  quasi-normale  d 'ordre  fini  au  plus  égaléi  la  somme  des /> j 
pourvu  (pic 


11  y  aurait  lieu  de  chercher  si  l'on  peut  obtenir  de  cette  façon  des 
e\em[)les  généraux  effectifs  de  familles  dont  toutes  les  fonctions 
limites  ne  sont  pas  méromor[)lies,  ou  même  qui  ne  sont  pas  d'ordre 
total  iini  au  sens  large. 

17.  Familles  quasi-normales  n'admettant  pas  la  fonction  limite 
infinie.  Applications.  —  Le  théorème  XXIV  s'étend  aux  familles 
quasi-normales  quelconques  n'admettant  pas  la  constante  infinie 
comme  fonction  limite  de  ses  suites  convergentes  : 

XLIIL  La  famille  f{z)  quasi-normale  dans  D  n'admettant  pas 
l'infini  comme  fonction  limite,  à  tout  domaine  bornéD'  complètc- 
mcnt  intérieur  il  D  et  à  tout  z  positif  correspond  un  nombre  M(D',  s) 
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qui  borne  le  modale  de  f{z)  en  tout  point  de  D'  extérieur  aux 
cercles  de  rayon  £  ayant  pour  centres  les  pôles  de  cette  fonction 
[Montel(f)]."' 

Tout  point  irrégulier  d'une  suite  irrégulière  irréductible  est  en 
effet  point  limite  des  pôles  des  fonctions  de  toute  suite  qui  en  est 
extraite  (XXXV),  de  sorte  que  la  démonstration  du  n°  8  s'applique 
encore. 

ïl  est  aisé  de  donner  des  conditions  dans  lesquelles  l'intini  n'est 
pas  fonction  limite.  Pour  une  famille  quelconque  il  suffit  de  sup- 
poser les  fonctions  uniformément  bornées  en  une  infinité  de  points 
ayant  un  point  limite  à  l'intérieur  du  domaine  considéré.  Lorsque 
l'ordre  est  fini  au  sens  strict  et  égal  à  p,  il  suffit  de  borner  les  fonc- 
tions en  jt)  H-  i  points  fixes.  P.  Montel  a  également  douné  [17,  fj, 
pour  certaines  familles,  une  proposition  qui  se  complète  comme 
suit  : 

XLIV.  Si  une  famille  quasi-norjnale  est  d'ordre  total  fini  au 
sens  strict  égal  à  p  [ou  si  la  famille  étant  quasi-normale^  les  f(z) 
ne  prennent  que  p  fois  au  plus  en  tout  la  valeur  zéro  dans  le  voi- 
sinage des  points  irréguliers  de  chaque  suite  irrégulière]  et  si 

f{zj),    fiz/),      ...,    f^l-H=-j) 

ont  leur  module  inférieur  à  un  nombre  fixe  M  en  des  points  Zj 
(y  =  1 ,  2,  .  .  . ,  k)  tous  à  distance  finie,  CLvec 

a,  -h  «2  -^ .  .  .  ^-  a/,  =  />  +  I , 

Vin  fini  n^  est  pas  fonction  limite. 

Soit  P(^,  /)  le  polynôme  de  degré  jf>  qui  prend  ainsi  que  ses  déri- 
vées, en  chaque  point  zy,  les  mêmes  valeurs  quey(s)  et  ses  (ay —  i) 
premières  dérivées.  Les  P(5,y)  sont  uniformément  bornés  dans  un 
domaine  D'  borné  et  intérieur  à  D  contenant  les  Zj.  Des  suites  f{z) 
et  g{z)=f[z)  —  P(^,  f)  formées  avec  des  fonctions  correspon- 
dantes convergent  en  même  temps  dans  D',  notamment  vers  l'infini. 
Si  la  suite  g{z]n)  est  irrégulière  irréductible  et  converge  vers  l'in- 
fini, chaque  Zj  est  irrégulier,  a'-  >ay  zéros  de  g{z;n)  tondent  vers  ce 
point,  et  il  en  est  de  même  pour  la  swilo  f{z]n)  d'a[très  le  théorème 
deRouché  convenablement  modifié.  'Les,  f{z]  n)  ont  en  tout/;  -f-  i  zéros 
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voisins  des  points  iiréguliers,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  pre- 
mière partie  de  l'hypothèse. 

Le  théorème  XLIV,  et  par  suite  XLÏll,  s'appliquent  anx  familles 
dont  les  fonctions  ne  prennent  (pio  p  fois  au  plus  une  \^\ei\v  finie  a; 
donc  aux  fonctions  ne  prenant  qu'un  nombre  fini  de  fois  trois  valeurs. 
On  peut  encore  ici  supposer  ces  valeurs  exceptionnelles  mobiles.  Los 
familles  envisagées  dans  le  théorème  XLII  satisfont  également  à  la 
première  condition  de  XLIV  (sous  la  seconde  forme). 

On  vérifie  sans  peine  que  les  propriétés  énoncées  dans  XL  (dans  le 
cas  rt  =  co)  et  XLIII  caractérisent  les  familles  quasi-normales  d'ordre 
total  fini  n'admettant  pas  la  constante  infinie  comme  fonction  limite. 

Les  familles  quasi-normales  de  fonctions  holomorphes  n'admettant 
pas  l'infini  comme  fonction  limite  sont  en  réalité  normales  et  bor- 
nées, le  théorème  de  Vitali  s'applique  aux  fonctions  de  telles  familles. 
On  obtient  de  nouveaux  critères  de  familles  normales.  Par  exemple  : 

XLV.  Si  les  fondions 

(  I  fi  )  _/■(  z)  =  a,^-^-  a^z  —  .  .  .  -F  Op  zi>  '^  .  .  .. 

OÙ  «I,  r/2,  •••,  ^'/>  sont  donnés,  apjiartiennent  à  une  famille 
quasi-normale  'iM  holojnorjihe  d'ordre  total  fini  au  plus  égal  à  p 
dans  le  cercle  |  ^  |  <^  i ,  on  a,  pour  |  ::  |  =  /■  <<  i , 

\f{z)\  <  .^I(./o.  (U.  ....  a,,,  r,  fV). 

Celte  proposition,  qui  généralise  le  théorème  de  Schottkj,  s'ap- 
plique en  particulier  aux  fonctions  multivalentes  d'ordre/?. 

P.  Fatou  (e)  et  P.  Montel  (e)  ont  déduit  de  telles  inégalités  des 
théorèmes  de  Kœbc  sur  les  fonctions  univalentes.  Si  la  fonction  (i6) 
est  univalente  et  holomorphe  pour  p;  |  <  i .  la  fonction 


est  aussi  univalente,  donc  bornée  à  l'intérieur  du  cercle  par  une 
fonction  de|^|,  donc  aussi  g'{^-)-  Comme  g' {^)  ne  s'annule  pas, 
-7-7 —  appartient  aussi  à  une  famille  normale.  Donc 

j-L-<|/(.)l<K,(.). 
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Ainsi  le  théorème  de  Kœbe  sur  la  déformation  dans  la  représentation 
conforme  est  rattaché  très  simplement  à  la  théorie  de  P.  Montel  : 

Si  f{z)  est  holomorphe  et  univalente  pour  \z\<^\^  on  a,  z  et  z' 
étant  intérieurs  au  cercle  de.  centre  z  =^  o  et  rayon  /', 


k(r) 


< 


<K(r). 


Dans  le  même  mémoire  [17,  ej,  P.  Montel  démontrait  aussi  un 
autre  théorème  de  Kœbe,  qui  a  été  depuis  généralisé  par  E.  Landau  (e), 
H.  Bohr  [5],  G.  Valiron  [32,  f, h].  P.  Montel  est  revenu  récemment 
sur  cette  proposition  (i,  j)  et  lui  a  donné  une  forme  générale  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

XLVI.  Etant  donnés  :  une  famille  (^  de  fonctions  f{z)  kolo- 
tnorphes  dans  un  domaine  D  telle  qu  aucune  suite  de  fonctions 
de  la  famille  ne  converge  uniformément  à  ^intérieur  de  D  vers 
une  constante  {finie  ou  infinie)  ;  un  nombre  positif  z  et  un  point  Zq 
de  D  ;  il  existe  un  nombre  G(t>,c,  Zq)  jouissant  de  cette  propriété  : 
quelle  que  soit  la  fonction  f{z)de  ff'  ,les  valeurs  7j  ■=f[z)  — /(^o) 
couvrent  tout  le  cercle  |Z|<<C(5'^,  £,  Zq)  sauf  au  plus  un  petit 
cercle  qui  est  vu  de  TL  ^=  o  sous  l'angle  i. 

Car,  dans  le  cas  contraire,  il  existerait  une  suite  de  fonctions y"( g;  n) 
de  la  famille  telle  quey"(^;  n)  —  f{^o',  n)  ne  prenne  pas  deux  valeurs 

Z(7?),  Z'(/i)  avec 

\Z'{n)\lZ{n),         \Z'in)  —  Z(u)\>  z'\Z{n)\,         limZ'{n)  =  o, 

e'  étant  en  rapport  constant  avec  s.  Les  fonctions 

/(:;;  n)—f(zo;  n)  —  Z{n) 
Z'{n)  —  Z{,i) 

formeraient  une  suite  normale  de  valeurs  moindres  que  — ,  en  ;;o;  donc 
bornée  à  l'intérieur  de  D.  On  aurait  dans  tout  D,  complètement  inté- 
rieur à  D 

|/(s;  n)-fiz.,;  n)\  <-2\  Z'{n)  \ 'H'D,,  e'), 

f(z  ',  n)  — J  (zo;n)  tendrait  uniformément  vers  zéro  à  l'intérieur  deD  5 
une  su'ile  f(z',  n)  tendrait  uniformément  vers  une  constante  finie 
ou    infinie. 
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Les  résultats  de  G.  Valiron,  généralisant  ceux  de  Landau  et  Bolir, 
correspondent  au  cas  où  le  domaine  D  est  le  cercle  |  s  j  <  i ,  z^^=i  o, 
et  où/(o)  =  G,  avec  l'hypothèse  supplémentaire /'(o)  =  i  (Landau) 
ou  |/(s)  I  >  I  en  un  point  ]  3  |  =  p  <  i  (Bohr). 

P.  Montel  donne  également  une  proposition  générale  comprenant 
celles  de  Fekete  [10]  relatives  au  cas  de  fonctions  s'annulant  au  moins 
p  fois  dans  un  domaine  inférieur  à  D  j  on  peut  donner  à  cette  propo- 
sition une  forme  analogue  à  XLVI  {voir  [17,  i,  j]).  Ces  théorèmes 
s'étendent  aux  fonctions  méromorphes;  on  introduit  alors  deux  petits 
cercles  exceptionnels.  Une  proposition  d'une  nature  différente  sera 
donnée  plus  loin  (n"  l20). 

18.  Extensions  du  théorème  de  Schottky.  —  D'une  façon  générale, 
le  théorème  XLIIÏ  constitue  une  extension  du  théorème  de  Schottky. 
Par  exemple,  les  fonctions  d'une  famille  méromorphe  quasi-normale 
d'ordre  total  fini  p  dans  le  cercle  j  ^  j  <  i  et  qui  sont  de  la  forme  (16) 
autour  de  l'origine,  sont  bornées  en  module  j)ar  un  nombre  M(aQ, 

a^ a^,  l-s],  £)  en  tout  point  du  cercle   i5|<i  extérieur  aux 

cercles  de  rayon  £  ayant  pour  centres  les  pôles  de  la  fonction  con- 
sidérée. 

Le  théorème  de  Schottky  peut  se  généraliser  dans  d'autres  direc- 
tions. Remarquons  d'abord  qu'on  peut  lui  donner  la  forme  suivante  : 
si  f{z),  g'{z)  et  f{z)  —  g'{z)  sont  holomorphes  et  ne  prennent  pas 
la  valeur  zéro  dans  le  cercle  \z\<ii  ^  on  a 


[il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Schottky  auquotienl/(3)  \  g'{z)]. 
Cette  inégalité  permet  de  généi'aliser  les  théorèmes  de  Julia  du  n°  1 1 
dans  le  cas  des  fonctions  holomorphes  [35]. 

Considérons  d'une  façon  générale  une  fonction /(3)  holomorphe 
pour  lcl<i,  telle  que /(c) — g\z)  el  f{z)  —  h{z)  ne  s'annulent 
pas,  g'{z)  et  li{z)  étant  méromorphes  pour  |  3  |  <;  i  et  appartenant  à 
une  famille  normale  G.  On  suppose  en  outre  /(o),  ^^(0)  et /<  (o) 
finis  et  /i(o)  —  o  (o)  =z=  o.  La  fonction 

appartient  à  une  famille  méromorphe  quasi-normale  pour  [  3  |  <^  i , 
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mais  holoraorphe  et  bornée  pour  |  ^  j  <C  o[^"(o)i  ^^(0)5  G].  11  s'en- 
suit que  o(z)[/i{z) — g{^)]i  ^^^^  f[~)  appartiennent  aussi  à  des 
familles  quasi-normales  bornées  autour  de  l'origine.  f{z)  qui  est 
holomorplie  appartient  donc  à  une  famille  normale  bornée,  on  a, 
pour  I^Ki, 

|/(^)|<0[|/(o)!,  ,,-(0),  /Ko).  G,  \z\]. 

Cette  inégalité  généralise  un  théorème  de  P.  Montel  (h).  Ici  aussi 
[i;o/r  Montel  (h)]  on  pourra  généraliser  en  supposant  quey"(^)  —  g'{^-) 
et/(z)  —  ^H^)  ont  un  nombre  de  zéros  borné  dans  |  ;:?  |  <;  i  ,  on 
fixera  alors  la  valeur  des  fonctions  et  de  certaines  de  leurs  dérivées 
en  un  nombre  convenable  de  points.  On  peut  aussi  remplacer  l'hypo- 
thèse que  les  familles  g-  et  //  sont  normales  par  une  limitation  de 
T(7',  o)  et  T(/',  h).  La  proposition  obtenue  s'énonce  ainsi  pour  les 
fonctions  méromorphes  : 

XLVII.  Supposons  que  g'{^-),  ^'{^)  <?^  /i"  (^)  soient  uiéroinorpltes 
pour  I  5  I  <C  I ,  rtrec 

[^.(o)-/,(o:)][^^(o)-A-(o)][/Ko)-A-(..)]=^o, 
T(7-,  ^^■)<?('-)-  T(r,  h)<-ç{r\  T(r,  /0<?('-), 

o.(i')  étant  une  fonction  donnée.  Toute  fonction  f{z)  niéromorphe 
pour  1^1  <i  telle  que  f{z)^ g{z),  f{z)—  h{z)  et  f{z)—A-(z) 
ne  s\(/inule/it  pas  dans  ce  cercle,  vérifie  V inégalité 

T(r,/)<Q[9;  |/(o)U'(o),  A(o),  k{o).  7-]. 

L'exemple 

f  {=■)=—, rr T'        ^'■(-)= ' — -' 

''  ^  '         '        ■  \  /        I       1  \  I       I 


n  I  2        n 

I 


h{z)  =  g{z)-Y,  k{z)^g{z) 

montre  que,  dans  le  cas  où   /(:;)   est  méromorphe,   la  famille  /(^) 
])eut  ne  pas  être  normale. 

il).  Extensions  du  théorème  de  Landau.  —  On  peut  passer  du 
théorème  de  Scliottkj  au  célèbre  théorème  de  Landau  en  utilisant 
les  inégalités  de  Cauchj.  D'une  inégalité  bornant  \f  i^z')  \  pour]  ::  |  ■<  R^ 
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on  déduit  en  eff(?t  que  -  R  | /"(o)  |  est  borné,  ce  qui   conduit  à  une 
inégalité  relative  à  R.  En  particulier  : 

XLVIII.  aç^et  cix  ^  o  étant  donnés^  une  Jonction  de  la  forme  (i6) 
autour  de  V origine  pour  laquelle  les  racines  de  f[z)=^.r  sont 
d^ ordre  de  multiplicité  au  moins  égal  à  nij  jiour  x  =  Xj,  (j  =  i , 
2,  .  .  . ,  A)  avec 


1 


I    , 


ne  peut  être  méromorphe  dans  un  cercle 


I  3  I  < rQi\f'fi)  I,  wi,  /»2,  ■  .  .,  nik) 

[Montel(c);  Bloch  (d,  f)]. 

XLTX.  aQCt  a^  ^  o  étant  donnés^  une  fonction  de  la  forme  (i6) 
cesse  d'être  Jiolomorphe  ou  prend  au  moins  une  fois  la  valeur  zéro, 
ou  prend  <pfois  au  moins  la  valeur  i  dans  un  cercle 

\=-\<  T^-'^(l«o!,  q) 
[Landau  (b)]. 

On  peut  aussi  remplacer  la  donnée  de  a^  par  celle  d'une  limite 
inférieure  convenable  de  ]/(^)  |  en  un  second  point.  Par  exemple,  il 
existe  un  cercle  |g|<^7(M)  dans  lequel  les  fonctions  de  module 
moindre  que  M  à  l'origine  et  de  module  supérieur  à  M  -+-  i  au  point 
^  =  I ,  ne  sont  pas  holomorphes  ou  bien  ont  des  zéros  d'ordre  de 
multiplicité  moindre  que  2  ou  bien  prennent  la  valeur  i  en  des  points 
d'ordre  de  multiplicité  moindre  que  3. 

Le  théorème  XLVIII  montre  qu'il  n'existe  pas  de  fonction  méro- 
morphe en  tout  point  à  distance  finie  prenant  les  valeurs  Xj  dans  les 
conditions  de  multiplicité  indiquées.  Ce  résultat  reste  vrai  pour  les 
■fonctions  méromorphes  autour  du  point  à  l'infini  [17,  c);  (4,  d,  f)j. 

On  trouvera  dans  les  mémoires  de  E.  Landau  diverses  extensions 
de  son  théorème. 

P.  Montel  (e)  et  L.  Bieberbach  [2]  [voir  aussi  Landau  (f,  g)]  ont 
étendu  le  théorème  de  Landau  au  cas  des  fonctions  holomorphes  ne 
prenant  qu'un  nombre  fini   de  fois  deux  valeurs.   P.   Alontel   (f)   a 
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montré  ensuite  que  le  théorème  s'applique  aussi  aux  fonctions  méro- 
morplies. 

L.    Considérons  les  fonctions  f\z)  vérifiant  les  conditions 

'        {]  —  o,  I ,  ....  A-  ;    a,,  +  a,  +  .  .  .  +  a/.  =:  p  -L-  r  +  2  ;  r<p), 

les  Zj,  ^jetant  tels  qu'il  n'existe  pas  dans  cette  fa  mille  de  frac- 
tion rationnelle  quotient  d'un  polynôme  de  degré  p  au  plus  par 
un  polynôme  de  degré  r  au  plus,  y  étant  un  entier  sujiérieur  ou 
égal  à p\  il  existe  un  nombre 

■    R  =  R(/,.  cj,  r,  [io.  P,,...,  ?/:  p^,   ...,  ?^f^-'f 

tel  que  toute  fonction  de  la  famille  prend  q  +  i  fois  au  moins  la 
valeur  i  ou  p-\-  i  fois  la  valeur  zéro  ou  r  -h  i  fois  la  valeur  oo,  ou 
bien  cesse  d'être  méromorphe  dans  le  cercle  [::]<;  R. 

Car  supposons  que  R  n'existe  pas.  Il  existerait  une  suite  f{z;ji) 
de  fonctions  /',  /(s;  ti)  étant  méromorphe  pour  |  :5  |  <^  /<  et  ne  pre- 
nant pas  plus  de  p,  q^  r  fois  les  valeurs  0,1.00  respectivement  dans 
ce  cercle.  La  suite  f{z;  Ji)  serait  quasi-normale  d'ordre  total  au  plus 
égal  à  p.  dans  tout  cercle  |  s  |  <^  A  ;  on  en  extrairait  une  suite  f{z;  n) 
uniformément  convergente  dans  un  tel  cercle  privé  des  points  irré- 
guliers, et,  d'après  le  théorème  XLIV  la  fonction  limite  ne  serait  ni 
zéro  ni  00,  En  mettant  en  évidence  dans  /'(:;;  //)  les  pôles  dont  les 
points  limites  sont  à  distance  finie^  on  a 


/(=;  "') 


R(.-  n') 


Pour  I  s  I  <^  A,  R(g;  n')  tend  uniformément  vers  un  polynôme  R(s) 
dont  les  zéros  sont  les  pôles  de  la  fonction  limite  de  /  et  les  points 
irrégulieis,  donc  g{z;  n')  qui  est  holoiiiorplie  tend  uniformément 
vers  une  fonction  entière  ^{z)  dont  les  zéros,  sont  les  points  irrégu- 
liers et  les  zéros  de  la  fonction  limite  de  /'(g  ;  n').  R(5)  est  de  degré/" 
au  plus,  P(5)  a  p  zéros  au  plus,  et,  en  dehors  des  points  irréguliers 
/(s;  n')  converge  vers  P(:;)  :  R(«)-  Si  P(:;)n'estpas identique  àR(::), 
les  points  où  P  :  R  prend  la  valeur  i  sont  points  limites  de  points 
où  f{z;  n')  =  1,  il  y  en  a  moins  de  q;  P  :  Q  est  une  fraction  ration- 
nelle d'après  le  théorème  de  Picard.  Donc,  dans  tous  les  cas,  P(5) 


FAMILLES   NORMALES    ET   QUASI-NORMALES    DE   FONCTIONS    MÉROMORPHES.       43 

est  un  polj  nome  de  degré  p  au  [)lus.  Pour  c  =  ^y,  on  a 


En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  P  :  R  devrait  satisfaire  aux  condi- 
tions (i';;)  contrairement  aux  hypothèses.  Le  théorème  est  établi  ('  ). 
P.  Montel  (h)  a  donné  récemment  de  nouvelles  extensions  du 
théorème  de  Landau  dans  l'ordre  d'idées  de  celles  données  plus  haut 
pour  le  théorème  de  Schottkj.  Considérons  im  système  de  fonc- 
tions y,  g^  A,  k  méromorphes  autour  de  l'origine  et  supposons  que 
deux  quelconques  des  quatre  fonctions  ne  soient  jamais  égales  (elles 
ne  prennent  pas  simultanément  la  même  valeur,  hnie  ou  infinie).  La 

fonction 

fiz)-g(z)  k{z)-h{z) 


■o{z)^ 


J\z)-h{z)  /.{z)-giz) 


est  holomorphe  et  ne  prend  pas  les  valeurs  o  et  i ,  on  peut  lui  ap|)li- 
quer  le  théorème  de  Landau  :  si  ^'(o)  ^  o,  il  existe  un  cercle 

:l^l<^^û[,,(o)|,. 

dans  lequel,  ou  bien  l'une  des  quatre  fonctions  cesse  d'être  méro- 
morphe,  ou  bien  deux  des  quatre  fonctions  sont  égales  en  un  point 
au  moins. 

P.  Montel  généralise  en  suj^posant  que  les  égalités  telles  que 
f(z)  =  ,i;'{z)  n'ont  lieu  qu'en  p  points  au  plus.  On  applique  alors  le 
théorème  L  à  9(3). 

!20.  Nouveaux  critères  de  familles  normales.  —  A,  Bloch  a  obtenu 
de  nouveaux  critères  de  familles  normales  en  s'appuyant  sur  la  pro- 
[)Osition  suivante  : 

LI.  Si  la  fonction  J\z)  est  liolomorpJie  pour  [  2  |  <;  i ,  si  f{o)  =  o 
et  f  {o)=  i,  il  existe  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  une  certaine 
constante  absolue  dans  lequel  une  brandie  de  la  fonction  i/ivej^se 

(')  Celle  dénionslration  m'a  été  commuiii(iace  par  .M.  Montel. 


44  G.    VALIRON. 

de  j\z)  est  holoniorphe.  Le  centre  de  ce  cercle  peut  être  pris  sur 
Vaxe  des  quantités  réelles. 

Pour  la  démonstration  du  théorème  complet  je  renverrai  au  fasci- 
cule XX  du  Mémorial.  G.  \  aliron  (e)  puis  E.  Landau  ont  donné 
des  démonstrations  simples  de  la  première  partie  du  théorème. 
Voici  celle  de  E.  Landau  (h).  On  peut  supposer  /"(;)  holomorphe 
même  pour  ]  ^  |  =  i ,  alors  M(;-)  désignant  le  maximum  de  |  f" (re^")  \, 
(o<Cw^27t),  (i  —  /•)  M(/*)  égal  à  i  pour  7-1=0  et  à  o  pour  /•  =^  1 
atteint  la  valeur  i  pour  r  =  7^0  <<  i  et  est  moindre  que  i  pour  r^  rQ. 
Soit  Z(f  un  point  tel  que 

|/'(.^o)|  =  M('-o),  lsoi  =  /'o. 

En  posant 

la  fonction  F(Z)  holomorphe  pour  |  Z  |  <<  i  vérifie  les  conditions 

|F'(o)|  =  i,         |F'(Z)i<2, 
donc,  en  vertu  du  lemme  de  Schwarz 

|F'(Z)  — co]^31  Z|,  i  F(Z)  — 0)  Z  1^ -1Z2  I,         (|wl  =  i). 

Alors,  d'après  le  théorème  de  Rouché,  F(Z)  prend  une  fois  et  une 
seule  pour  |  Z  |  <^  -  les  valeurs  de  module  moindre  que  -•  E.  Landau 
a  montré  que  la  constante  B  correspondant  à  la  première  partie  du 
théorème  est  comprise  entre  -  e  et  -  • 

De  LI,  A.  Bloch  (a)  déduit  ce  critère  de  famille  normale  : 

LIL  Si  des  fonctions  holoinorpJies  dans  un  domaine  D  sont  telles 
(jue  tous  les  cercles  dliolomorphie  de  leurs  fonctions  inverses  ont 
un  rayon  moindre  <ju'un  nomlire  Ji.ie ,  elles  forment  une  famille 
normale.  D'une  façon  précise^  leurs  dérivées  forment  une  famille 
bornée  à  V intérieur  de  D. 

Car,  f{z)  étant  une  des  fonctions,  Zq  un  point  de  D,  |  ^  —  ^0 1  <C  Ro 
un  cercle  intérieur  à  D,  BPvojy'(5o)|  est  inférieur  au  nombre  fixe 
donné. 
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Ce  théorème  de  Bloch  jjcrmet  de  donner  une  autre  forme  à  la  pro- 
position XL^  I  : 

LTII.  Si  la  fctinilh'  c>  de  fonctio/is  holoinorpJies  dans  le 
domaine  D  ne  contient  aucune  suite  convergeant  uniformément 
à  l'intérieur  de  D  vers  une  constante  finie  ou  infinie,  il  existe  un 
nombre  C(t>)  tel  que  la  fonction  inverse  d'une  fonction  quel- 
conque de  la  famille  possède  un  cercle  d'iiolomorphie  de  rayon 
au  moins  égal  à  C(  i'''  ). 

Car,  dans  le  cas  contraire,  il  existerait  une  suite  Iji finie  /"(:;;  «) 
telle  que  le  plus  grand  rajon  dos  cercles  d'holomorphie  de  l'inverse 
de  j\z ;  /i)  soit  £(/i),  £(/î)  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment. Les  fonctions  /(-;  n):z(/i)  seraient  bornées  dans  leur 
ensemble  d'après  LU;  les  f'(z;  n)  tendraient  uniformément  vers 
zéro  à  l'intérieur  de  D  ;  de  la  suite  f{^-',  n)  on  pourrait  extraire  une 
suite  convergeant  uniformément  vers  une  constante. 

A.  Bloch  a  donné  récemment  des  énoncés  généralisant  le  théorème 
précédent  dans  diverses  directions.  Certains  de  ses  résultats  découlent 
de  cette  généralisation  du  théorèmo  LI  (fo//"fasc.  XX,  th.  XXIIl, 
p.  32)  : 

Si  l't  fond  ion 

Z  =/(:;)  =:  «i  3  -f- .  .  . -^  rt/,  j/'  —  .  .  .         {a,,  =^  o) 

est  holomoiphe  dans  le  cercle  |  ^  |  <C  H]j.,  H  étant  une  constante 
absolue  et  [j.  le  m'iximum  des  nombres 


il  existe  une  couronne  o<t  <^  |  Z  [  <^  t  +  [  rty,  |  p.^  telle  que  la  fonc- 
tion inverse  de  f{z)  admet  N>/;  branches  holomorphes  dans  la 
couronne  sectionnée  le  long  d'un  rayon  arbitraire^  ces^  brandies 
se  j)ermutanl  entre  elles  lorsque  Z  tourne  autour  de  l'origine. 

A.  Bloch  déduit  de  là  un  critère  de  famille  quasi-normale  dont  on 
trouvera  l'énoncé  dans  le  fascicule  XX  (th.  XXIV,  p.  Sa).  Dans  un 
ordre  d'idées  un  peu  différent,  A.  Bloch  obtient  par  des  considéra- 
tions différentes  de  celles  développées  ici,  celle  proposition  qui  géné- 
ralise le  théorème  XL  du  fascicule  XX  : 
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LIV.  Les  jonctions  nièroniorplies  dans  un  domaine  et  dont  le 
domaine  riemannien  ne  comorend  aucun  de  cinq  domaines 
donnés ,  simplement  connexes,  à  un  seul  feuillet^  et  dont  la  dis- 
tance les  uns  aux  autres  n'est  pas  jiulle,  forment  une  famille 
normale. 

Il  j  aurait  lieu  de  chercher  des  démonstrations  simples  de  ces 
propositions. 

V.  —  Les  familles  normales  de  systèmes  de  fonctions. 

21.  Le  théorèma  de  Picard  sur  l'uniformisation.  —  On  doit  à 
E.  Picard  les  deux  importantes  propositions  suivantes  : 

LV.  Si  deux  fonctions  mèromorplies  dans  le  voisinage  d\in 
point  singulier  essentiel  commun  vérifient  une  relation  algé- 
brique., le  genre  de  cette  relation  est  au  plus  égal  à  i. 

LVT.  ¥{x\y)  =o  étant  une  courbe  de  genre  supérieur  à  i,  si 
deux  fonctions  uniformes 

(i8)  x{t)  =  €((,+  a^t -{-...,         j{t)  =  b^+  bit  +... 

satisfont  à  l'équation  de  la  courbedans  levoisinage  du  point  t  =  o, 
ces  fonctions  ne  peuvent  être  simultanément  méromorplies  dans 
un  cercle  |  ^  |  <r  R  dont  le  rayon  est  supérieur  à  un  nombre  dépen- 
dant uniquement  de  la  fonction  F,  de  «o,  b^  et  de  cv,  supposé  non 
nul. 

Ces  propositions  peuvent  être  établies  de  diverses  façons  [Picard 
(u,  .  .  . ,  e),  Montel  (h)].  La  proposition  L\  I  résulte  immédiatement 
du  théorème  Ll  et  de  cette  propriété  facile  à  vérifier  :  une  intégrale 
abélienne  de  première  espèce 


/ 


F.'  ' 


correspondant  à  F(:r,  y)  =  o  ne  contient  que  des  cercles  à  un  feuillet 
dont  le  rayon  est  borné  par  un  nombre  M  =  M(F,  Q).  Comme  cette 
intégrale  est  une  fonction  holomorphe  u{t),  on  voit  de  suite  que  les 
fonctions  (i8)   ne  peuvent  être  toutes  deux  méromorplies  dans  le 
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cercle 


(19)  '^!<¥ 


F',.(rto.  60) 


rti  Q(«o,  bu) 


Ceci  démontre  le  théorème  LVI.  En  outre,  pour  tout  couple  unifor- 
misant méromorplie  pour  |  i  |  -<  R,  les  fonctions  u' {t)  sont  bornées 
dans  leur  ensemble.  En  étudiant  le  rapport  -1-  on  voit  alors  que  x{t) 
et  j'(^)  sont  également  continues  : 

L^  II.  L(i  courbe  F(j",  )')  =  o  étant  de  genre  supérieur  à  i,  les 
couples  uni  for  misants  jnèromorphes  dans  un  domaine  y  forment 
une  famille  normale  [Bloch  (a).  Montel  (h)]. 

A.  Bloch  déduit  également  le  théorème  L\  de  (19)-  Si  un  couple 
uniformisant  est  méromorphe  pour  !  f  j  >>  R  et  <  fini,  on  a 

x'(j)q{x.y) 


FV(x.j-) 


< 


:m(  r  —  r)' 


le  premier  meml)ro  est  donc  holomorphe  à  l'infini.  Le  quotient  Q,  :  Q2 
de  deux  adjointes  aurait  une  limite  pour  i  =  00,  donc  le  point  x,y 
aurait  une  limite,  x  et  j'  seraient  encore  méromorphes  à  l'infini. 

P.  Montel  (h)  a  donné  un  résultat  analogue  à  LVI  dans  le  cas  où 
le  genre  de  ¥{x,  y)  =  o  est  o  ou  i .  Dans  le  cas  du  genre  égal  à  i , 
X  eV  y  sont  fonctions  doublement  périodiques  d'une  variable  u,  le 
parallélogramme  des  périodes  correspondant  biunivoquement  à  la 
surface  de  Riemann  relative  à  F(ir,  y)  =  o.  S'il  existe  des  fonctions 
uniformisantes  (18),  u  est  fonction  holomorphe  de  t.  Si  x{t)  et y{t) 
ne  prennent  pas  un  couple  de  valeurs  x^,  j'o  [F(xo,  j>'o)  =0], 
u{t)  ne  prend  pas  deux  valeurs,  la  famille  w(^),  donc  aussi  les 
familles  x{t)  et  y{t)  sont  normales.  Si  c/o,  60,  «i,  ^o^JKo  sont 
donnés,  le  rayon  de  méromorphie  commun  des  Jonctions  (18)  est 
borné.  11  est  clair  que  LVIl  s'étend  dans  les  mêmes  conditions. 
P.  Montel  généralise  en  supposant  que  le  couple  de  valeurs  x,  y  est 
pris  k  fois  au  plus.  Dans  le  cas  du  genre  zéro  il  obtient  un  résultat 
analogue  en  introduisant  trois  couples  de  valeurs  exceptionnelles. 

i2:2.  Les  familles  complexes  de  P.  Montel.  —  P.  Montel  (h)  a 
étudié  certains  systèmes  de  fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  D 
où  elles  admettent  des  combinaisons  linéaires  exceptionnelles,  c'est- 
à-dire  des  coniljinaisons  qui  ne  s'annulent  pas. 
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[jorsqiie  D  est  le  |)]an  roniplet,  un  ihéorème  de  Borel  [(5]  sur  les 
sommes  d'exponentielles  |)ei'met  d'aflirmer  que  v  fonctions  entières 
ne  peuvent  admettre  plus  de  av  —  i  combinaisons  linéaires  exception- 
nelles différentes.  Cette  proposition  sert  à  P.  Montel  à  compléter  un 
théorème  de  G.  Rémoundos  [26]  sur  les  fonctions  algébroïdes. 

Pour  un  domaine  D  quelconque,  les  résultats  de  P.  Montel  peuvent 
se  déduire  de  cette  proposition  qu'on  rapprochera  de  celle  donnée 
au  n"  18  :  si  les  fonctions  f  (z)  sont  bornées  en  un  point  Zq  de  D  et 
si  f{z)  —  g{z)  et  f{z)  —  h{z)  ne  s'annulent  //as  dans  D,  g{z)  et 
h{z)  appartenant  à  une  famille  bornée  dans  \)  telle  que  la 
fajïiille  g{z)  —  l>  {z)  n\idniette  pas  zéro  jiour  fonction  limite, 
la  famille  f{z)  est  noiinale  et  bornée  dans  D.  Car  la  famille 
[  /'(  z)  —  ^''  (  ^  )  ]  '-V^i'-)  —  e^''  (  ^  )  ]  est  normale  puisque  h{z)  —  g{z)  a 
moins  de  /i(D')  zéros  dans  tout  domaine  D'  conqilètement  intérieur 
à  D  ;  la  famille  f{z)  — ,A'(^)  ^^^  donc  aussi  normale  et  bornée  et  par 
suite  aussi  la  famille y*(:;). 

Considérons  alors  un  système  de  trois  fonctions  par  exenqde,  /")  (  ^  ), 
f.,{z)^  fz{z)  holomorphes  dans  D  et  admettant  des  combinaisons 
exceptionnelles  formant  deux  tableaux  triangulaires 

(2o)    J\{z)-^a,  f(z)-^a'. 

(•21)     /,{z.)  +  hf(z)-~c,  /,(3).f.^,'/,(..)  +  c', 

(■2-2)    f,{z)  +  df.Jz)^  e  /,  (  ::)  ^  k,        /:.(  ^)  +  d' f,(z)  ^  e  f{z)  -i-  k' , 

rt,  «',  .  .  .  étant  donnés.  Si  l'on  suppose  en  outre  que  les  fonctions 
sont  bornées  en  un  point  g„  de  D  et  que  le  module  de  la  différence 
des  fonctions  d'une  même  ligne  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe  en 
un  point  j:,,  les  fonctions  /", ,  fy-ify  appartiennent  à  une  famille 
normale  bornée  éi  l'intérieur  de  D.  Il  est  clair  qu'il  en  serait  de 
même  si  l'on  remplaçait  les  combinaisons  linéaires  (21)  par  (i'autres 
combinaisons  exceptionnelles 

f,{z)^V,[f{z)].         f,iz)-~V,y\{z)l 

Pi  et  P2  étant  des  poljnomes  donnés,  |  P,  —  Po  |  restant  supérieur  à 
un  nombre  fixe  en  un  point,  et  celles  de  la  ligne  (22)  par  d'autres  où 
figureraient  des  polynômes  en  /",  et  Z^.. 

P.  Montel  (h)  montre  que  l'hypothèse  que  les  /'(  z)  sont  bornés  en 
un  point  est  indispensable;  par  exemple,  si  /",  (;  )  =  3",  /'o(3)  =  (2^)", 
n  entier  [losilif  et  j  5  |  <<  1 ,  la  famille  /"2(-?)   n'est  pas  normale  et  f\ 
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et  f\  -\-  f-i  admettent  cependant  plusieurs  coniliinaisons  exception- 
nelles. 11  donne  également  un  moyen  pour  reconnaître  si  v  fonctions 
admeltant  deux  groupes  de  v  combinaisons  exceptionnelles  distinctes 
peuvent  èlre  transformées  par  subslitution  linéaire  en  des  fonctions 
pour  lesquelles  les  combinaisons  exceptionnelles  forment  deux 
tableaux  triangulaires  analogues  à  ceux  considérés  ci-dessus. 

Pour  les  fonctions  méromorphes,  P.  ^lontel  (h)  suppose  qu'il  j  a 
trois  fois  plus  de  combinaisons  exceptionnelles  que  de  fonctions,  ces 
combinaisons  et  fonctions  satisfaisant  à  des  conditions  convenables. 

23.  Les  résultats  de  A.  Blocli.  —  Dans  ses  recherches  sur  le  même 
sujet,  A.  Bloch  (e)  s'est  placé  à  un  point  de  vue  tout  différent.  D'après 
le  théorème  de  Borel  sur  les  sommes  d'exponentielles  [6],  si  deux 
fonctions  entières  n'ont  pas  de  zéros,  leur  somme  prend  nécessaire- 
ment la  valeur  i .  Quelle  est  la  proposition  correspondante  pour  deux 
fonctions  liolomorphes  dans  un  domaine?  si  f{z)  elg[z)  holomorphes 
ne  s'annulent  pas  dans  D  et  si  J\z)+  g{z)  -h  i  ne  s'annule  pas 
dans  D,  a-t-on  une  proposition  analogue  au  théorème  de  Landau?  au 
théorème  de  Schottkj?  Voici  la  réponse  fournie  par  A.  Bloch  (e)  : 

LVIII.  Sif{z)  el  g{z)  sont  holomorphes  pojir  |  ::  |  <^  i,ao  =f{^)- 
bo=  g{o),  si  f(z),  g(z)  et  J  [z)  ~\-  g{z)  -\-i  ne  s  annulent  pas  dans 
ce  cercle  : 

i«  Si 

(ao  —  i)(6o — i)  («0-;- ^o)  5^  o, 

1/(5)  [,  \g'{z)  I  et  1/(3)  -h g{z)-{-\  I  so/it  bornés  inférieurement  et 
supérieurement  pour  [  3  [  <<  /•  par  des  nond>res  ne  dépendant  (pie 
de  ao,  Ùq  et  /•; 

2°  Si  l'un  seulement  des  nombres  a^  —  i ,  />o  —  '7  <'o+  ^^0  <'-^t  nul, 
par  exemple  <7yH-  1)^  =  0,    -    et  \f-\-g-\-i  \  sont  bornés  inférieu- 

rement  et  supérieurement  par  des  nondjres  ne  dépendant  que 
de  cio,  />o  '^f  1", 


3°  Si  c/q  =  I  el  b(i  =  I 


est  borné  inférieurement  etsupé- 


fé 
rieurement  j)ar  des  nombres  ne  dépendant  que  de  ao,bo  et  r:  on 

a   des   résultats   analogues  si  a^=\,  bo=  —  i  ou  si  «0  =  — ^  ^'^ 

ba=  i. 
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-  De  cette  proposition  qui  généralise  le  théorème  de  Schottky  et 
celui  de  Landau,  on  peut  déduire  des  critères  de  familles  normales 
bornées.  On  en  déduira  un  énoncé  plus  général  que  celui  de  Montel 
donné  ci-dessus  en  introduisant  une  quatrième  combinaison  excep- 
tionnelle. A.  Bloch  donne  un  résultat  analogue  pour  les  systèmes  de 
deux  fonctions  méromorphes  admettant  quatre  combinaisons  exce[)- 
tionnelles,  puis  pour  les  systèmes  de  v  fonctions  avec  v  combinaisons 
exceptionnelles. 

La  théorie  des  familles  normales  nejoue  aucun  rôle  dans  la  démons- 
tration de  CCS  propositions  qui  s'obtiennent  par  les  méthodes  de  la 
théorie  des  fonctions  entières. 

Il  est  manifeste  que  l'étude  des  couples  de  fonctions  admettant 
des  combinaisons  linéaires  exceptionnelles  devra  être  suivie  de  celle 
des  couples  admettant  des  combinaisons  algébriques  exceptionnelles. 
On  pourra  se  reporter  pour  ce  point  au  fascicule  XX  dans  lec[uel 
A.  Bloch  donne  quelques  énoncés  [voir  n"  55). 

Signalons  enfin  qu'à  l'énoncé  XLYII  du  fascicule  XX  correspond 
ce  critère  de  famille  normale  dû  à  Bloch  : 

Si  les  fonctions  X  =f{z)  et  Y  =  ^<^-[z)  sont  nièroniorplies  et  ne 
s'annulent  pas  dans  un  domaine  0,6/  X  +  Y  n  est  jamais  égal 

.,   .  .    Y 

à  I  [pour  X  ou  Y  infini^  v  7^  —  i  )  e/  5/ 1  X  |-  +  j  Y  p-,  |  X  |^  + 1  \'  —  1  [- 

ef  I  X  —  I  \--\-  I  Y  |-  restent  supérieurs  à  un  nombre  fixe  ^  ces  Jonc- 
tions forment  une  famille  normale. 
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